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RESUMO 
No presente trabalho ê feito um estudo visando comprovar 
a limitação estabelecida no Capitulo 2, item A.9 da NB-1, a qual 
não permite que se considere para a fixação da altura de lajes e 
vigas nos apoios, no cãlculo de dimensionamento, inclinações de 
mísulas maiores que 1/3. 
O estudo consiste na comparaçao do: comportamento de uma 
haste simêtrica bi-engastada, analisada pelo mêtodo dos elemen -
tos finitos e pela teoria da resistência dos materiais, admitin-
do-se nesta ultima anãlise duas considerações para o eixo da has 
te: 
1. O eixo e reto 
2. O eixo passa pelos pontos mêdios das alturas das se-
çoes. 
A limitação preconizada pela NB-1, (inclinações menores 
que 1/3) foi confirmada. 
A anãlise da haste com a consideração do eixo passando 
pelos pontos mêdios das alturas conduz a resultados melhores que 
a anãlise com a consideração de eixo reto. 
r tambêm apresentado um programa automático para a anãli 
se de pÕrticos. planos que contenham elementos com mísula. 
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ABSTRACT 
The purpose of this work is to verify the correct 
ness of the limitations established in Chapter 2, Item A.9, of the 
Brazilian Standard Code NB-1 according to which the inclination 
of haunchs used to settle the height of slabs and beams at the sup-
ports must be 1/3 as a maximum. 
This study embodies a comparation of the beha-
viour of a symmetric fixed-end beam with retangular cross section 
analysed by the finite element method and by the theory of mechanics 
of materials, adopting in the last analysis two hypotheses relative 
to the axis of the beam: 
1. The axis is straight 
2. The axis is the line passing through the mid-
height of the cross section. 
The analysis of the beam, according to the second 
hypothesis,leads to better results than the first one. 
The limitation imposed by NB-1 Standard Code (in-
clination of haunchs smaller than 1/3) is correct. 
There is a computer program herein, for the analr 




CAPITULO 1 - Comparações efetuadas e hipõteses 
1 .1 - Preliminares 
1.2 - Comparações efetuadas 
1.3 - Hipõteses gerais e princípios 
1.3.1 - Hipõteses da teoria da elas-
ticidade 
1 .3.2 - Hipõteses da resistência dos 
materiais 
1 .4 - Hipóteses particulares 
1.4.1 - Hipõtese de eixo reto 
1.4.2 - Hipõtese de eixo passando pe 
los pontos mêdios das altu--
ras 
1.4.3 - Anãlise utilizando o mêtodo 
dos elementos finitos 
1 .5 - Representação do comportamento do 
elemento 
CAPITULO 2 - Procedimentos para a anãlise segundo a 














teria is 18 
2.1 - Preliminares 18 
2.2 - Considerações sobre a anãlise de estru 
turas reticuladas pelo mêtodo da rigi~ 
dez 18 
2.2.1 - Automatização do mêtodo da ri-
gidez 18 
2.2.2 - Obtenção da matriz de rigidez 




2.2.3 - Ações de engastamento perfeito 
nas extremidades dos elementos 38 
Matriz de rigidez para elementos 
ção constante, com misula reta e 
sula parabólica 
de se-
~ com m, 
2. 3. 1 - Matriz de rigidez 




2.3.2 - Matriz de rigidez para elemen-
tos com misula reta ou parabóli-
43 
43 
ca e eixo reto 45 
2.3.3 - Matriz de rigidez para elementos 
com misula reta e eixo passando 
pelos pontos medios das alturas 54 
2.3.4 - Matriz de rigidez para elementos 
com misula parabólica e eixo pas 
sando pelos pontos medios das aT 
turas 55 
2.4 - Ações de engastamento perfeito para elem 
mentos com seção constante, com misula-re 
ta e com misula parabólica 60 
2.4.1 - Ações de engastamento perfeito pa 
ra elementos com eixo reto e se--
ção constante 60 
2.4.2 - Ações de engastamento perfeito P! 
ra elementos com misula reta ou 
parabólica e eixo reto 60 
2.4.3 - Ações de engastamento perfeito pa 
ra elementos com misula reta e eT 
xo passando pelos pontos medios -
das alturas 70 
2.4.4 - Ações de engastamento perfeito pa 
ra elementos com misula parabóli~ 
ca e eixo passando pelos pontos 
médios das alturas 70 
CAP!TULO 3 -.Programação Automática 





3. 1 . 1 - Identificação da Estrutura 
3. 1 . 2 - Eixos 
3.2 - Tratamento das cargas aplicadas 
3.3 - Resultados 
3.4 --Subrotinas do. programa 
3. 4. 1 - Subrotina RGDIW 
3.4.2 - Subrotina KINW 
3.4.3 - Subrotina FINW 
3.4.4 - Subrotina CIVRW 
3.4.5 - Subrotina RDRIW 
3.4.6 - Subrotina MONTW 
3.4.7 --Subrotina DEBAW 
3.4.8 - Subrotina CONW 
3.4.9 - Subrotina CONCW 
3. 4. 1 O - Subrotina DISCW 
3.4.11 - Subrotina CADTW 
3.4.12 - Subrotina SBANW 
3.5 - Diagrama de Blocos simplificado 
4 - Anãlise dos Resultados 
4. 1 - Valores adotados na Anãlise 
4.2 - Anãlise dos esforços solicitantes nas 
seções do meio do vão e do engaste e 






















do meio do vão 93 
4.3 - Influincia do esforço normal decorren 
te de carregamentos verticais - 128 
4.4 - Diagramas de tensões normais nas se-
ções do engaste e do meio do vão 146 
Vi i 
4.5 - Convergência dos resultados referen 
tesa anãlise pelo mêtodo dos ele--
mentes finitos 
CAPITULO 5 - Conclusões 
APtNDICE A - Manual de Entrada do Programa 




























Transposição de matriz 
Relação entre o comprimento do trecho de altura variivel 
e o comprimento total do elemento com mísula. 
Relação entre a inércia do trecho de seção constante e do 
apoio do elemento com mísula 
Ãngulo que a tangente a mísula no apoio faz com a horizon 
tal 
Carga concentrada 
Carga uniformemente distribuida 
Módulo de elasticidade longitudinal 
Ãrea da seção transversal do elemento 
Momento de inércia em relação ao eixo ZM do elemento 
Altura da. seção transversal correspondente a uma abscissa 
X 
Altura do trecho de seção constante de elementos com mísu 
1 a 
Altura dos apoios de elementos com mísula 
Função de interpolação relativa ao nõ i 
Coordenadas normalizadas 
Matriz de rigidez do elemento referida aos eixos locais 
Matriz de rigidez do elemento referida aos eixos da estru 
tura 















Matriz de rigidez correspondente aos graus de liberdade 
da estrutura 
Ações aplicadas diretamente aos nõs 
Ações de engastamento perfeito devido as cargas aplicadas 
ao elemento 
Vetor de cargas nodais equivalentes 
Vetor de cargas nodais combinadas 
Vetor de cargas nodais combinadas correspondente 
graus de liberdade 
Deslocamentos dos nõs da estrutura referidos aos 
globais 
Ações de extremo do elemento 
aos 
eixos 
Deslocamentos dos extremos do elemento referidos as dire-
ções globais 
Comprimento de um elemento 
Matriz de flexibilidade do elemento 
Matriz de rotação .j. ~ --
Matriz de rotação transformada 
{PL} Deslocamentos no extremo do elemento devido as cargas a-
tuantes no elemento. 
1 
INTRODUÇ~O 
Uma anãlise baseada na Teoria da Elasticidade pode ter 
sua formulação altamente complexa, sendo necessãrio, em certos 
casos, adotar métodos numêricos de resolução ou então procurar 
simplificações que permitam proceder a anãlise por teorias mais 
elementares. 
Uma simplificação usual ê a hipõtese das seçoes planas, 
comprovada experimentalmente, desde que sejam obedecidas certas 
limitações. Por exemplo, para a viga da Fig. I.l, tal hipõtese 
se aproxima bem das da Teoria da Elasticidade, desde que a rela-
ção h/l não ultrapasse 1/2. 
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(a) carregamento (b) diagrama de momentos 
Fig. I.l - Limitações da hipótese das seçoes planas 
Se se quer analisar a viga da Fig. I.l para relações 
h/l maiores que 1/2, métodos numericos poderiam ser adotados,se~ 
do os mais usuais o das diferenças finitas e o dos elementos fi-
nitos. Atualmente o segundo, em geral, e o preferido. 
D objetivo principal deste trabalho e verificar ate que 
limites o comportamento, segundo a Teoria da Elasticidade, de 
um elemento com misula e bem representado pelas hipóteses simpli 
ficadoras assumidas na Resistência dos Materiais (hipótese das 
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seçoes planas e consideração de eixo reto p·assand.o pelo ponto 
mêdio da menor altura). 
A esse respeito o Capitulo II item A.9, da NB-1, recomen 
da: 
"Para a fixação da altura de lajes e vigas, nos apoios, 
no cãlculo de dimensionamento, não se consideram inclinações de 
misulas maiores que 1/3". 
r -·-·-·-·-·[_ 
D l _ --------1/~ - - - - - -
(a) misula reta (b} misula parabólica 
Fig. I.2 Fixação da altura de lajes e vigas 
nos apoios segundo a NB-1 
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Serã tambem pesquisado se a consideração de eixo passando 
pelos pontos medios das alturas fornece resultados mais satisfatõ 
rios que a hipõtese de eixo reto mencionada acima. 
O estudo se baseia numa comparaçao entre os resultados ob 
tidos segundo as hipÕteses jã citadas e os fornecidos por uma ani 
lise pelo metodo dos elementos finitos. Neste Ültimo caso, utill 
za-se o elemento isoparametrico quadrático, para estado plano, 
com oito pontos nodais. O uso deste elemento permite alcançar r~ 
sultados suficientemente prÕximos dos obtidos por uma ánãlise 
mais rigorosa pela teoria da elasticidade. 
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CAPTTULO 1 
COMPARAÇOES EFETUADAS E HIPÕTESES 
1 .1 - - Preliminares 
Neste capítulo serao discutidas as comparaçoes efetuadas 
no decorrer do trabalho, as hipõteses assumidas e algumas conse-
qUências destas hipÕteses, tais como o princípio da superposição 
dos efeitos e a maneira de aplicar o princípio dos trabalhos vir 
tuais na anãlise de estruturas reticuladas. 
1. 2 - Comparações Efetuadas 
Ser.ã estudado o comportamento de uma haste simetrica, bl 
engastada, com mísula reta ou parabÕlica, sujeita a um carrega -
mente concentrado (P) no meio do vão, ou a um carregamento uni 
formemente distribuido total (q). 
Serão analisadas as hipõteses de eixo reto (item 1.4.1) 
e de eixo passando pelos pontos medios das alturas (item 1.4.2) 
e os resultados obtidos serão comparados com os da anãlise pelo 
metodo dos elementos finitos (item 1.4.3), para valores das rela 
ções V, VN e tga indicadas na Fig. l.la. 
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Tendo em vista a simetria da haste e do carregamento a-
plicado, o deslocamento horizontal de qualquer ponto da seção do 
meio do vão i nulo. Assim sendo, em termos de utilização do com 
putador, visando minimizar os possíveis erros de truncamento na 
análise pelo mitodo dos elementos finitos, bem como por questões 
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(b) utilização da simetria 
Fig. 1.1 - Geometria, condições de apoio e carrega-
mento do elemento 
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1.3 - Hipóteses Gerais e Principies 
1.3.1 -· Hipóteses da Teoria da Elasticidade 
São as seguintes as hipóteses bãsicas da Teoria da Elasti 
cidade, para a anãlise a ser efetuada: 
a) material homogêneo e continuamente distribuido sobre o volume 
do corpo 
b) material isotrópico 
c) material linear (que segue a lei de Hooke) 
d) pequenas deformações e pequenos deslocamentos que nao afetem 
substancialmente a ação das forças externas ou seja, os cãlcu-
los são sempre baseados nas dimensões iniciais e na forma ini-
c i a 1 • 
Comentãri os 
Os quesitos c e d dão origem a Teoria da Elasticidade Li-
near para a qual se pode aplicar o principio da superposição dos 
efeitos, que diz: 
"Os efeitos produzidos por vãrias causas podem ser obti -
dos combinando-se os efeitos produzidos por cada uma das causas 
atuando isoladamente". 
Mesmo admitindo-se as hipóteses enunciadas em a, b, c e 
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d, ainda assim torna-se bastante diffcil, para a peça em estudo 
(vide Fig. 1.1), proceder a uma anãlise segundo os desenvolvi -
mentos usuais da Teoria Matemãtica da Elasticidade. Assim sen-
do, recorre-se a uma solução aproximada, pelo mêtodo dos elemen 
tos finitos, que como jã se frisou anteriormente, permite alca~ 
çar resultados suficientemente prõximos dos que seriam obtidos 
por uma anãlise mais rigorosa. 
Acrescente-se ainda que, face a natureza do problema em 
estudo, se estã diante de um estado plano de tensões, ou seja, 
as tensões são nulas na direção normal ao plano da peça. 
1.3.2 - Hipõteses da Resistência dos Materiais 
A formulação de acordo com a resistência dos materiais 
(Teoria Elementar) inclui, alêm das hipõteses a, b, c e d indi-
cadas no item 1.3. 1, duas simplificações: 
a) a peça pode ser representada por um eixo 
b) hipõtese das seções planas 
''Apôs o carregamento as seçoes continuam planas e nor-
mais ao eixo da peça''. 
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Comentários 
A hipótese das seçoes planas, juntamente com o principio 
da superposição dos efeitos, permitem derivar, diretamente do 
principio dos trabalhos virtuais, o método da carga unitária,que 
é extremamente vantajoso para a análise de estruturas retícula -
das. No que se segue procura-se mostrar como a utilização do 
principio dos trabalhos virtuais permite formular o método da 
carga unitãria, para anãlise de põrticos planos. 
O principio dos trabalhos virtuais pode ser enunciado da 
seguinte maneira: 
"Se a um sistema deformãvel, em equilíbrio, se dão pe-
quenos deslocamentos virtuais, compatíveis, o trabalho virtual 
das forças externas sobre os deslocamentos virtuais é igual ao 
trabalho virtual das forças internas". 
Considere-se uma açao A; = 1, correspondente a direção i 
de um deslocamento D;. Imponha-se como deslocamento virtual da 
estrutura, os deslocamentos devidos ãs cargas reais atuantes. O 
trabalho total da força externa A; sobre o deslocamento virtual 
D;, correspondente, vale 1 x D;. O trabalho virtual dos esfor -




J ( N .N . X X, 1 + E Ax 
est 
N • N • y y, 1 
G Ay 
M • M • } + Z Z,1 ds 
E Iz 
Nx,i, Ny,i e Mz,i sao os esforços internos para Ai = 1 
Nx, Ny e Mz sao os esforços internos para as cargas 
reais atuantes 
são as ãreas da seçao transversal e areada 
seção transversal reduzida 
e o momento de inercia relativo ao eixo z 
sao os mõdulos de elasticidade longitudinal 
e transversal. 
Pode-se então escrever: 
1 X Oi J ( N .N . N .N . = X X,1 + y Y,1 + E Ax G Ay est 
M • M • } Z Z, 1 d 
E I z s ( 1. 1 ) 
N • N . 
O efeito da parcela Y y,i tem pequena influencia na a-
G Ay 
nãlise de estruturas compostas de hastes de fraca curvatura e PQ 
de neste caso ser desprezado. A eq. 1 .1 se reduz então a: 
J (N .N . O. = X X,1 + 1 E Ax est 
M • M • 
Z Z,1 
E tz ( 1 • 2 ) 
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Nas formulações apresentadas neste trabalho, para análise 
de pÕrticos planos pelos métodos da flexibilidade e da rigidez, o 
método da carga unitária será aplicado, a partir da equação l .2. 
l .4 - Hipõteses Particulares 
1.4.l - Hipõtese de Eixo Reto 
Esta e a maneira usual de se proceder a análise. Além de 
se admitir o comportamento elástico linear e a hipõtese das se-
ções planas, o eixo do elemento e a altura correspondente a uma 
abscissa x, para o cálculo dos esforços solicitantes, são os indi 
cados na fig. l .2. Por outro lado, o diagrama de tensões normais 
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(a) mísula reta (b) mísula parabólica 
Fig. 1.2 - Hipótese de eixo reto passandó pelo ponto 
mêdio da menor altura 
r importante observar que para carregamentos verticais 
nao se obtêm esforço normal no elemento, o que evidéntemente não 
estã correto. 
l .4.2 - Hipótese de Eixo Passando pelos Pontos Mêdios 
das Alturas 
Alêm de se admitir o comportamento elãstico linear e a 
hipótese das seções planas (tal como no item 1.4.l), o eixo do 
elemento, tanto para a determinação dos esforços solicitantes co 
mo para o traçado dos diagramas de tensões normais nas seções, ê 
considerado na posição indicada na fig. 1.3. A consideração da 
altura hx, correspondente a uma abscissa x, ê idêntica a do i-
tem l . 4. l . 
1 3 
y 
l i eixo eixo 
·l -.1 n '12 ·[ ~ n porcíbolo do 2!' 
' VL • VL 
L L 
(a) misula reta {b) misula parabÕlica 
Fig. 1 .3 - Hipõtese de eixo passando pelos pontos 
médios das alturas 
Deve ser observado que para carregamentos verticais esta 
hipõtese conduz ao aparecimento de esforço normal no elemento. 
1 .4.3 - Anãlise Utilizando o Método dos Elementos Fini-
tos 
O elemento utilizado é o isoparamêtrico quadrãtico, com 










Fig. 1.4 - Elemento para estado plano ,utilizado 
na anãlise 
O elemento e para estado plano com quatro pontos nodais de 
canto e quatro pontos nos meios dos lados. As funções de interpo-
lação assumidas para os deslocamentos são as mesmas que definem a 
geometria do elemento e estão indicadas a seguir: 
Ni = 1 / 4 ( 1 + i=; o) ( 1 + no)(t;o + "o - 1 ) i = 1,2,3,4 
Ni = 1/2(1 i=; 2 ) ( 1 +n ) i = 5,7 o 
N; = 1 / 2 ( 1 n2 ) ( 1 + i=;o) i :::; 6,8 
i=;o = i=; i=; i e "º = nn·· l 
O programa utilizado na anãlise e o que consta do trabalho 
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ªPrograma General para Analisis Estitico de Estruturas'', de Raul 
A. Feijoo e Luis F. Rojas Monteiro, publicação técnica 16-74, COP 
PE/UFRJ, setembro de 1974. 
O programa esti apresentado para uso em computadores IBM-
1130, tendo sido adaptado inicialmente para o computador IBM/370/ 
45 (R. D. C. - PUC), onde foi desenvolvida parte da anilise, e 
posteriormente para o computador Burroughs B6700 (NCE-UFRJ), onde 
os trabalhos foram concluidos. 
Outras adaptações foram feitas, tais como geraçao automi-
tica de malha, saida em cartões etc., para facilitar a entrada 
de dados e a anilise dos resultados. 
Nas figs. 1.5.a e 1.5.b estão indicadas as malhas adota -
das e condições de apoio, utilizando-se a simetria. 
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(a) misula reta (b) misula parabÕlica 
Fig. 1.5 - Malha e condições de apoio, 




1.5 - Representação do Comportamento do Elemento 
Para a anãl ise do comportamento do elemento da fig. 1.1, 
de acordo com os itens 1.4.1, 1.4.2 e 1.4.3 foram escolhidos pa-
ra termos de comparação: 
- momento fletor na seçao do engaste 
- esforço na direção horizontal, na seção do 
(que e igual ao esforço normal na seção do meio do vão) 
- momento fletor na seção do meio do vão 
engaste 
- deslocamento vertical do ponto médio da altura da se-
çao do meio do vao 
1 7 
- diagramas de tensões normais nas seçoes do engaste e 
do meio do vão. 
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CAPITULO 2 
PROCEDIMENTOS PARA A ANÃLISE SEGUNDO A TEORIA 
DA RESISTtNCIA DOS MATERIAIS 
2.1 - Preliminares 
Embora nao sendo o objetivo principal do trabalho, foi 
desenvolvido um programa para a análise de pórticos planos, pelo 
mitodo da rigidez, atravis do qual se faz a análise do membro P! 
ra as considerações de eixo reto e eixo passando pelos pontos me 
dios das alturas. 
2.2 - · Considerações sobre a Análise de Estruturas Reticuladas 
pelo Mitodo da Rigidez 
2.2.l - Automatização do Mitodo de Rigidez 
Neste mitodo, as incógnitas sao os deslocamentos livres 
dos nos da estrutura, tambim chamados graus de liberdade. 
Para pórticos planos o numero de graus de liberdade por 
no e 3 (translações x e y e rotação z). 
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Os passos fundamentais para a automatização da análise de 
estruturas reticuladas pelo método da rigidez podem ser resumidos 
no esquema da fig. 2.1, indicado a seguir: 
r---
1 
TANTAS VEZES l 
QUANTAS FOR f 
O NÚMERO DE 
ELEMENTOS. 
1 
I_ - - - • -
DADOS DA ESTRUTURA (a) 
- - - - - -
OBTENçÁO DA MATRIZ 
ESMl1 
OBTENÇÃO DA MATRIZ ESMDl1 
[SMDl ; = tFITT; [SMI i CRT11 T (b) 
MONTAGEM DA MATRIZ DE RI· 
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QUANTAS FOR ljl 
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09TENÇ~o oo vr,.10R DE A-
. C ES NODAIS A 
------
DETERMINAÇÃO DAS A-
ÇÕE1 DE f NGASTAMEN-
TO AML . 
1 
OBTENÇÃO DAS AÇÕES 
DE ENGASTAMENTO RE-
FERIDAS AO SISTEMA. 
GLOBAL. 
-------· 
MONTAGEM DO VETOR DE 
CARGAS NODAIS EOUIVA-
1;_fflTES. T 
=IAML.- CRTJ IAMLf 1 
OBTEN~ DO VETOR DE 
DE CA GAS NODAIS COM-
BIN~DAS. 




PARTIR DEisl ID/ = /AD/ 
. 
. 
DETERMINAÇÃO DAS AÇÕES 
DE EXTREMO /AM~ 
/AMr1•/AML~+ [S Rl 1/DJf 1 
'li 









Fig, 2.1 - Pa§SDS fundamentais para a automatização_da 
analise de estruturas reticuladas pelo meto 
do da rigidez 
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Comentãrios 
(a) Os dados da estrutura sao fornecidos em relação a um 
sistema de referência global, devendo ser numerados previamente 
todos os nõs e membros. Ã numeração dos nõs estã associado, pa-
ra cada elemento, um sistema de referência local, em relação ao 
qual se fornecem os dados relativos ao elemento. 
(b} Determina-se a matriz de rigidez 
[SM];, referida ao sistema de eixos locais. 
A seguir obtem-se a matriz de rigidez 
do elemento i, 
do elemento i, 
[SMD] i, referida aos eixos da estrutura, pela operação matricial 
[SMD] i = [RT]l [SM] i [RT] i onde [RT] representa a matriz de ro-
tação transformada. 
Os coeficientes de [sMD] i sao acumulados nas posições a-
dequadas da matriz de rigidez global [SJ], de maneira que coefj_ 
cientes de [SMD] i, de membros que concorrem no mesmo no, se so-
mem. 
Repetida esta sistemãtica para todos elementos monta -se 
a matriz de rigidez global [SJ]. 
(c) São fornecidos certos dados preliminares, relativos 
ao carregamento aplicado ã estrutura. 
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{d) As açoes que atuam diretamente nos nos sao montadas 
em um vetor de açoes nodais {A}, referido ãs direções globais. 
(e) As açoes aplicadas nos membros sao manobradas indi-
retamente na forma de ações de engastamento perfeito, {AML};,~ 
plicadas ao extremo do elemento i, com sinal trocado (ações no-
dais equivalentes). Tais ações são calculadas nas direções lo-
cais e transformadas para as direções globais, através do prod~ 
to das matrizes [RTJi e {AML};. Este procedimento se estende a 
todos os elementos com carregamento. 
{f) As açoes de engastamento perfeito, referidas as di-
reções globais, são acumuladas nas posições convenientes do ve-
tor de cargas nodais equivalentes, {AE}, de maneira que os ter 
mos de [RTJ ~ {AML} i , para elementos que concorram num mesmo no, 
se somem. Na equaçao {AE} = IAML - [RrJI {AML;} (escrita de for 
ma simbólica), IAML representa as contribuições de elementos jã 
considerados anteriormente ao elemento i. 
( g) O vetor de cargas nodais combinadas {AC} = {A}+ {AE}. é ta 1 
que fornece os mesmos des 1 ocamentos da estrutura para as cargas reais. Os te!:_ 
mos de {AC} correspondentes ãs direções 1 i vres constituem o vetor {AD}. 
{h) Os deslocamentos dos nos da estrutura, corresponde~ 
tesas direções livres, são obtidos pela resolução do sistema 
de equações {AD}= [S]{D}, uma vez que são considerados nulos 
os deslocamentos de apoio. Esta expressão é derivada diretamen 
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te da equaçao {AJ} = {AJL} + [sJ]{DJ} que traduz a condição de 
equilíbrio para todos os nós da estrutura e decorre diretamente 
da aplicação do principio da superposição dos efeitos. O signl 




açoes nos nos da estrutura real 
açoes nos nos da estrutura fixa (com todos os desloca -
mentos impedidos) devidas as cargas atuantes 
ações que surgem na estrutura fixa, em todas as dire-
ções passiveis de haver deslocamentos,causadas por valo 
res unitãrios destes mesmos deslocamentos. 
(i) As açoes de extremo de membro, {AM}i, consistirão 
na superposição das ações de engastamento perfeito {AML};, e 
dos efeitos causados pelos deslocamentos dos extremos do elemen 
to: 
{AM}; = {AML}; + [SM]; {DM}i 
Nesta expressao, {DM}i representa o vetor de deslocamen 
tos do membro, referido ãs direções locais. Pode-se obte-lo 
por intermédio da operação matricial {DM}i = [RT]i{DJ}i, onde 
no vetor {DJ}; estão contidos os deslocamentos dos nós, domem 
bro i, referidos ãs direções globais. 
Pode-se escrever então: 
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O produto [SM] i [RT] i, na expressao acima, i rã constituir a 
matriz [SMR]i. Sendo assim a equação anterior toma o seguintes as-
pecto: 
{ AM} i = {AML}; + [s M R] i { D J } i 
(j) A obtenção das reaçoes de apoio é imediata e encerra a 
anãlise. Neste trabalho tais reações são obtidas somando-se, nas 
direções restringidas, as contribuições das ações de extremo do 
membro e as cargas nodais aplicadas nestas direções com sinal in-
vertido. 
2.2.2 - Obtenção da Matriz de Rigidez do Elemento 
a) Matriz de rigidez no sistema local 
A associação de um elemento i (considerado iso~adamente) 
com a estrutura é feita indicando o nó inicial j e o nó final k, 
interligados por este elemento. Tais nós definem o sistema de ei-
xos locais XM, YM, ZM. O eixo XM é dirigido do nó j para o nó k, 
com o sentido positivo de j para k (fig. 2.2). O eixo ZM, perpen-
dicular ao·plano da estrutura é dirigido da figura para o observa-
dor. Determina-se o eixo YM de modo que o triedro XM, YM, ZM seja 
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direto. Se o elemento ê reto seu eixo coincide com XM. Para ele 
mentos de eixo curvo pode ser considerado ainda um sistema de re 
ferência para cada seção S, XS, YS e ZS, tendo o eixo XS a dire-
ção da tangente ao eixo do elemento, na seçao. O eixo ZS e para-
lelo a ZM e o eixo YS ê normal ao plano XS, zs. Os esforços soli 
citantes no elemento são referidos a este sistema de eixos. 
YM 
ZM 
Fig. 2.2 - Eixos locais e na seçao S 
Os coeficientes da matriz de rigidez do elemento, [SM], 
são as ações de engastamento que surgem nas direções de 1 • 6, do 
elemento engastado da fig. 2.3, devidas a deslocamentos unitãrios 
sucessivos nestas direções (o primeiro Índice dos coeficientes in 
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-- ). ' ~ 1 
i. ls 
Fig. 2.3 - Direções das açoes e deslocamentos no elemento 
A matriz [SMJ é simétrica, quadrada (6 x 6), e pode ser 
dividida em quatro submatrizes: 
1 
[SM] = --------L-------
A submatriz [SMkk] é constituída pelas açoes na extremida 
de k do elemento, devidas a deslocamentos unitários na própria e~ 
termidade k. Seus coeficientes se referem ãs direções 4, 5 e 6 e 
podem ser obtidos pela inversão da matriz de flexibilidade [FMkk]' 
correspondente a estas direções, do elemento haste em balanço in-
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dicado na fig. 2.4 (os coeficientes de [FMkkJ sao deslocamentos 
na extremidade k, decorrentes de ações unitãrias aplicadas na 
própria extremidade k). 
YM 
ZM 
Fig. 2.4 - Elemento haste em balanço para a otenção dos 
coeficientes de [FMkk] 
As matrizes [FMkk] e [SMkk] sao quadradas (3 x 3) e si-. 
métricas, com o seguinte aspecto: 
FM44 FM45 FM46 
[FMkk] = FM54 FM55 FM56 
SM44 SM45 SM46 





Um coeficiente de [FMkk] é obtido pela aplicação direta do 
método da carga unitária (equação 1.2): 
FMi j = J 
elemento 
x,1 X,J + Z,l Z,J ds 
(
N •• N . M •• M .) 
E Ax E Iz 
Nesta expressao, FMij é o deslocamento na direção i produ-
zido por um esforço unitário aplicado na direção j; N • ou N • 
X,l X,J 
e M . ou M . são esforços solicitantes numa seçao z,.l Z,J s do elemento 
em balanço (referidos ao sistema XS, YS.e ZS), produzidos por um 
esforço unitário aplicado nas direções i ou j; E, Ax e Iz sao, 
respectivamente, o módulo de elasticidade longitudinal, a area da 
seção transversal e o momento de inércia com relação ao eixo ZM. 
Uma vez obtida QiMkk], pode-se então construir a matriz 
[SMjk] como se segue. 
Um deslocamento unitário na extremidade k do elemento dã 
origem a esforços nas extremidades j e k (vide fig. 2.5), que irão 
constituir, r~spectivamente, colunas correspondentes das submatri-
zes [SMjkJ e [SMkk], conforme indicado no esquema abaixo. 
30 
coeficientes devidos a 












Os esforços na extremidade j (Fig. 2.5), devidos ao des-
locamento DMk = 1, podem entio ser determinados em funçio dos 




Fig. 2.5 - Esforços nas extremidades j e k devidos a 
um deslocamento DMk = 1 
Determinada a submatriz [SMjk], a submatriz [SMkj] pode 
ser obtida por simetria e a subma·triz [SMjj] pode ser construida 
a partir dos coeficientes de [SMkj], novamente a partir das con-
dições de equilíbrio. Pode-se, portanto, determinar a 
[SMJ a partir dos seis coeficientes independentes da 
matriz 
submatriz 
[SMkk], resultando então nas relações indicadas na Fig. 2.6. 
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SMll = SM12 = . SMl 3 = SM 14 = SM15 = SMl 6 = 
= SM44 = SM45 = SM 45 L+ = - SM44 = -SM45 = - SM46 
+ SM46 
SM21 = SM22 = SM23 = SM24 = SM25 = SM26 = 
= SM45 = SM55 = SM 55 L+ = - SM45 = -SM55 = - SM56 
+ SM56 
SM31 = SM32 = SM33 = SM34 = SM35 = SM36 = 
SM 45 L+ SM 55 L+ 
2 = = = SM 55 t.: + = -SM 54 L- = -SM 55 L- = -SM 56L-
+ SM46 + SM56 + 2SM 56 L+SM 66 - SM46 - SM56 -SM66 
SM41 = SM42 = SM43 = 
= - SM44 = - SM45 =-SM 54L - SM44· SM45 SM46 
- SM46 
SM51 = SM52 = SM53 = 
= - SM45 = - SM55 =-SM 55 L - SM54 SM55 SM56 
- SM56 
SM61 = SM62 = SM53 = 
= - SM46 = - SM56 = -SM 56 L - SM64 SM55 SM66 
- SM66 
Fig. 2.6 - Obtenção dos coeficientes da matriz de rigidez do 
elemento, [SM], a partir dos seis coeficientes in 
dependentes da submatri z [SMkk] 
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Eventualmente pode ser vantajosa a determinação de [SMkk] 
tomando como base o elemento-haste simplesmente apoiada, sendo um 
dos apoios fixo nas direções XM e YM e o outro fixo apenas na di-
reção YM. Ambos os apoios, no entanto, são livres para a rotação 




Fig. 2.7 - Elemento haste simplesmente apoiada 
A determinação dos coeficientes da matriz de flexibilida-
de [F°Mhaste], segundo as direções 4, 3 e 6 e feita a partir da e-
quaçao 1.2, obviamente para esforços solicitantes N . , N . ,M . 
X,l X,J Z,l 
e M . diferentes dos do elemento em balanço. 
Z,J 
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Ordenando os termos de [F"Mhaste] tal que os coeficientes 
correspondentes as direções 4,3 e 6 fiquem em primeiro, segundo 
e terceiro lugares, respecitvamente, e procedendo em seguida a 
inversão de [!Mhaste] para a obtenção de [sMhaste], resulta: 
= 
FM44 FM43 FM46 
FM34 FM33 FM36 
FM64 FM63 FM66 
SM34 SM33 SM36 
SM64 SM63 SM66 
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Os coeficientes restantes de [SMhaste] necessários para 
completar [sMkk] sao obtidos por equilíbrio: 
SM65 SM56 
SM36 + SM66 
= = - ( 2 . 1 ) L 
- SM33 + 2SM 56 L+SM 66 
SM55 = L2 
Uma vez obtida [SMkk] os passos a seguir para a determi-
naçao dos demais coeficientes de [SM] jã foram indicados. 
b) Matriz de rigidez do elemento referida ao sistema glo-
bal 
A matriz de rigidez [SM] pode ser referida as 
globais por intermédio de uma matriz [RTJ. 
direções 
O sistema de referência global escolhido para pÕrtico pl~ 
no e o indicado na fig. 2.8. O plano X-Y contêm o plano da estru 
tura, o eixo Zé dirigido da figura para o observador, e o trie -




Fig. 2.8 - Eixos globais 
Considere o elemento que une os nos j e k da estrutura, 
cujo eixo XM forma um ângulo y com o eixo X (fig. 2.9). A ma-
triz de rotação [RT] através da qual o grupo de ações e desloca 
mentos para o sistema de eixos locais serã referido ao sistema 
de eixos globais é ortogonal, ou seja [RT]T = [RT]- 1 , e da for-
ma: 
Í R : O j 
[RT] = l---1---







Z li Z M 
Fig. 2.9 - Rotação de eixos 
A transformação da matriz [SM] para o sistema global e 
feita pela seguinte operação matricial: 
[SMD] = [RT] T [SM] [RT] 
Os coeficientes de [SMD] sao esforços nas direções glo-
bais que surgem nas extremidades do membro bi-engastado, para des 
locamentos unitãrios também nestas direções. 
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2.2.3 - Ações de Engastamento Perfeito nas Extremidades 
dos Elementos 
As açoes aplicadas nos elementos da estrutura sao manobra 
das indiretamente na forma de ações de engastamento {AML} (fig. 
2.10.a) aplicadas aos extremos com sinal trocado (fig. 2.10.b). 
ZM 
( a ) 
YM 
AML6 
~ XM k 
i AML 2 AM~ iAMLs 4 
açoes de engastamento per 





~AML& .~ XM 
.._ML 
l-AML5 4 
ações de extremo equiva-
lentes referidas as dire 
çoes 1 o cais 
Fig. 2.10 - Tratamento das cargas no elemento 
As ações de engastamento perfeito da extremidade k serao 
obtidas pelo método da flexibilidade e as da extremidade j decor 
rem do equilibrio, da maneira indicada a seguir. Inicialmente, 
são liberados os vinculos nas direções dos AML 4 , AML 5 e AML 6 pr_Q. 
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curados (redundantes estãticas) obtendo-se o elemento em balanço 
da fig. 2.11.a. Os deslocamentos correspondentes as direções 4, 
5 e 6 devidos ãs cargas no membro irão constituir o vetor {DKL} 
(fig. 2.11.b). A seguir ê determinada a matriz de flexibilidade 






(a) redundantes estãticas ( b) deslocamentos nas direções das 
redundantes,devidos ao carreg~ 
mento 
Fig. 2.11 - Haste em balanço obtida pela liberação dos 
vínculos nas direções das redundantes AML 4 . AML 5 e AML 6 procuradas. 
O princípio da superposição dos efeitos e o fato de se 
conhecer os deslocamentos nas direções em que foram liberados os 
vínculos permite escrever a equaçao de compatibilidade do mêtodo 
da flexibilidade para o elemento em balanço, ou seja: 
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Os {AMLk} decorrem então de: 
ou: 
{AMLk} = - [SM k k] { DL k} 
Que escrita em forma expandida: 
AML 4 SM44 SM45 SM46 DL 4 
AML 5 = - SM54 SM55 SM56 DL 5 
AML 6 SM64 SM65 SM66 DL 6 
Estando [SM k k] determinada (item 2.2.2.a),ê necessário no 
sistema de equaçoes anterior, para a obtenção do vetor {AMLk} o 
cálculo dos deslocamentos que irão constituir o vetor {Dlk}. 
Um deslocamento Dli, na direção i, produzido pelas cargas 
que atuam sobre o elemento serã obtido pela aplicação direta do 
método da carga unitária (eq. 1.2): 
= J ( Nx,i .Nx,L + 
E A 
elemento x 
M •• M L z , , z , 
E I 
2 
Nesta expressao Nx,i e Mz,i sao os esforços solicitantes 
na seçao transversal do elemento em balanço (referidos aos eixos 
XS, YS e ZS), devidos a um esforço unitário aplicado na direção i 
do deslocamento procurado. 
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N e M sao os esforços solicitantes na seçao transver x,L z,L 
sâl do elemento em balanço (referidos aos eixos XS, YS e ZS) devi-
dos as cargas. 
Uma vez obtido o vetor {AMLk}, as açoes de engas,tamento 
perfeito nas direções l, 2 e 3 da extremidade j, que irão constitu 
ir o vetor {AMLj}, são obtidas por equilíbrio. 
Se se quer obter os {AML} tendo por base o sistema haste 
biapoiada a marcha a seguir e a mesma anterior. Os vínculos sao 
liberados nas direções dos 
dicados na fig. 2.12.a. Na 
{AMLh t } (redundantes estiticas) in-as e 
fig.2.12.b estão indicados os desloca -
mentas nas direções liberadas devidos aos carregamentos do elemen-





(a) redundantes estãticas (b) deslocamentos nas direções das 
redundantes devidos aos carre-
gamentos aplicados 
Fig. 2.12 - Elemento haste bi-apoiada obtido pela libe 
ração dos vincules nas direções das redun7 
dantes AML 3 , AML 4 e AML 6 procuradas 
Seguindo a mesma sequência indicada anteriormente e ordf 
nando as equações de maneira que as direções 4, 3 e 6 apareçam 
em primeiro, segundo e terceiro lugares respectivamente,obtem-se: 
{ÀMLhaste} = - [ 5Mhaste] {Olhaste} 
Que escrita em forma expandida: 
= 
. 43 
SM44 SM43 SM46 
SM34 SM33 SM36 
SM64 SM63 SM66 
No sistema acima, [SMhaste] foi obtida em 2.2.2.a, 
{Olhaste} é obtido pela aplicação direta do método da carga uni-
tária (eq. 1.2). As ações AML referentes as direções 1, 2 e 5 
são obtidas por equilíbrio. 
2.3 - Matriz de Rigidez para Elementos com Seção Constante, 
Mísula Reta e com Mísula Parabólica 
com 
2.3.1 - Matriz de Rigidez para Elementos com Eixo Reto e 
Seção Constante 
A matriz de rigidez para o elemento de eixo reto e seçao 
variável (ou em particular seção constante) é obtida usualmente a 
partir da matriz de flexibilidade [FMkk] associada as direções 4, 




\ ~ ·- XM . ----.. XM 4 d,m rs d,m js 
"'' L 
ZM L 
(a) seçao variável {b) seçao constante 
Fig. 2.13 - Elemento de eixo reto 
A matriz [FMkkJ para o elemento de eixo reto e a seguin-
te: 
L 
{ l dxm nç o o 
[FMkk] = o 
L {L-xm) 2 L (L-xm) 
~ ~ E1 2 dxm EIZ dxm 
o 





dxm rr; dxm 
tem-se 
Fazendo Ax e Iz 
facilmente [FMkkJ 
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constantes nas integrais anteriores, ob-
para elementos de eixo reto e seç ao 
constante, que invertida fornece [SMkkJ, a partir da qual os coe 
ficientes restantes de [SM] são determinados, da maneira indica-
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2.3.2 - Matriz de Rigidez para Elementos com Mfsula Reta 
ou ParabÕlica e Eixo Reto 




eixo r eixo 
•; [ h •,2 •; 1 
/2 
k 1--XM "xm • }--XM j •• "• "• reta poro'bola do 
2• grou Xm r--"'4 1---+ 
V,L v, L Vj L \\ L 
L 1-------1 ;L 
-.--------, 
(a) mi sul a reta (b) misula parabólica 
Fig. 2.14 - Elemento com mísula reta ou parabÕlica 
e eixo reto 
sendo: 
vj ou k o comprimento da mísula correspondente ao no 
j (inicial) ou k (final) 
= momento de inércia arte constante momento e 1nerc1a apoios J ou 
Para elementos com mísula reta ou parabólica é eixo reto 
e vantajoso trabalhar com o sistema viga-biapoiada (Fig. 2. 15) 
pois os coeficientes FM 33 , FM 66 e FM 36 = FM 63 das extremidades j 
e k encontram-se tabelados em obras clássicas de autores tais 
como Guldan e Strassner, bastando determinar FM 44 para completar 
, 47 







Fig. 2.15 - Elemento viga bi-apoiada 
A matriz [F°Mviga] para o elemento de eixo reto e seçao 
variãvel, ordenados seus termos, tal que os coeficientes corres-
pondentes as direções 4,3 e 6 fiquem em primeiro, segundo e ter-
ceiro lugares respectivamente e a seguinte: 
L l 
f n; d xm o 
[FMviga] = o 
o o 
L (L-xm) 2 L xm (L-xm) 
~ EI z 
dxm -f EIZ . d xm 
o 
o 
L xm(L-xm) L xm 2 
-I ~ EIZ dxm rr; d xm o 
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A resolução das integrais acima para elementos com mísu-
la reta ou parabólica e eixo reto conduz a uma matriz [:Mviga]• 
cujo aspecto é o seguinte: 
~ 'f44 o o 
h 
[:Mviga] o 3ETh (,133 
L - - nr-; 
o L L - 6Elh 'f 63 
3Elh 
Os coeficientes que faltam em [sMvig~J 
ra completar [SMkkJ sao obtidos por equilíbrio 
no item 2.2.2.a. 
'f 36 
~ 66 
= ÍFM . J-l pa-l v, ga 
conforme indicado 
A partir de [SMkk] os termos restantes de [SM] sao ob-
tidos conforme indicado na Fig. 2.6, resultando: 








X ( ) 
L3 
li = 4 ~33 ~66 - ~36 
~(fi55+ lJl35 
( 3166) X 
o 
( li ) X 
6Eih 4Eih 
X (--) X(~) 
L2 
(-]-) X 1 ('tpii) X 
lfl44 o o 44 .. 
-EA EA 
X (--h) X (~) 
L 
<p66+ (p36+ f33 
( li ) X 
2 <fG5+ Y35 
( li ) X ((fi55+:35+'PJ3) X 
o 12Eih 6Eih o 12Eih 
X ( - ) x(- --) X ( L 3 ) L 3 L2 
~f33+lp35 
/!36) X 
2 \?33+ \?35 (3r33) X 
o 




L 3 ) X(~) X (- -) X (-L-) 
L2 
Fig. 2.16 - Matriz de rigidez para o elemento com misula reta ou parabÕlica e 
eixci reto. 
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Um coeficiente SM .. da matriz indicada na Fig. 2.16 ê ex-, J 
presso pelo produto do coeficiente de rigidez correspondente para 
o membro com inércia constante e igual ã do 
SMijconstante' por um coeficiente CRij: 
SMij = CRij SMij constante 
trecho central, 
As expressoes que fornecem os coeficientes~ são as se-
guintes: 
~33 = [l - 3Vj(l-Kjl) + 3Vj(l-2Kj 1+2Kj 2) - Vj(l -
- 3Kjl + 6Kj 2 - 3Kj 3) - Vk(l-3Kkl + 6Kk 2 - 3Kk 3)] 
Y66 = [1 - 3Vk(l - Kkl) + 3Vk(1 - 2Kkl + 2Kk 2) -
- Vk(l - 3Kkl + 6Kk 2 - 3Kk 3) - V}(l - 3Kjl + 
.. . . . ,, 
• '!"e) 
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A seguir estão apresentadas as 6 constantes K. (m = 
m1 
ou k, i = l a 6) para o elemento com misula reta ou parabólica . 
j 
. Para a determinação dos coeficientes de [SMJ, apenas Kml, Km 2 , 
Km 3 e Kms (m = j ou k) serão utilizadas, porém as 6 constantes 
indicadas são necessãrias quando da determinação das ações de 
engastamento perfeito nas extremidades dos elementos. 
Constantes Km (m = j ou k) para elementos com misula 
reta: 
sm cm + 2 
Kml = sm 
2(SmCm+l )2 
Km2 52 





smcm ( 3SmCm +2) J 
= 
c3 2(SmCm+l) 2 m 
Km4 = ~ 3Ln(SmCm+l) + smcm ( 6+9Smcm +2S~c~) J c• 2(SmCm+l) 2 m 
Km5 
l Ln(Sm cm + l ) = cm 
Km6 
l 




--Gonstantes Km (m = j ou k) para elementos com misula p~ 










m m = 8 + --m (S2C +l )2 m m 
s2c + 2 
52 m m = m 4(5 2C +l ) 2 m m 
l ~- s~ cm - l = 8 C (l+S 2C )2 m m m 
l = s~ 
m 4(5 2 C +l ) 2 m m 
l arctg (SmvÇ) = 
v'Ç 
l Ln (S~Cm+l) = 2cm 
vç 
l 
a,ctg (S,{Ç) J + 
cm v'Ç 
cm(m=jouk) = 
l - l 
\fVNm(m=jouk) 
Para a determinação dos coeficientes de [SM] deve-se a-
dotar S = 1. Se a misula for apenas em um lado do elemento (Fi-
gura 2. 17) o valor de V adotado para o outro lado deve ser igual 
a zero. 
L 
Fig. 2. 17 - Elemento com misula em apenas um extremo 
Para esta situação a tendência natural seria adotar VNk = 
= 1 ou seja Ck = O, o que deve ser contornado. De uma maneira g~ 
ral, para programação deve-se evitar relações VN próximas de 1. 
A misula cuja relação VN for maior que .90 não serã considerada , 
sendo a inércia nesta extremidade admitida constante e igual a do 
trecho central. 
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2.3.3 - Matriz de Rigidez para Elementos com Mísula Reta 
e Eixo Passando pelos Pontos Médios das Alturas 
Neste trabalho nao foi desenvolvida a matriz de rigidez 
para este elemento. O que se faz é sua substituição por um ele-
mento com seção constante, i+l, e dois outros com mísula reta e 
eixo reto, i e i+2, indicados na fig. 2.18, introduzindo-se nos 





j + 1 J3 








Fig. 2.18 - Elemento com misula reta e eixo passando 
pelos pontos médios das alturas 
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2.3.4 - Matriz de Rigidez para o Elemento com Mísula Pa-
rabólica e Eixo Passando pelos Pontos Médios das 
Alturas 
Como em 2.3.3, este elemento será substituido por um ele 
mento com inércia constante, i+l, e dois outros, i e i+2, com al 
tura e eixo variando parabolicamente, indicados na fig. 2.19, in 
troduzindo-se nós nos pontos J2 e J3 onde o eixo passa a ser cur 
vo. 
J2 i +· 1 i+ 2 
J4 
JI 
Fig. 2.19 - Elemento com mísula parabólica e eixo pas-
sando pelos pontos medios das alturas 
Deve-se então determinar a matriz de rigidez para os el~ 
mentes i e i+2 da fig. 2.19, com inércia variável e eixo curvo. 
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As expressoes que fornecem ym, Ax e I
2 
e tga, para o ele 
mento i+2 da fig. 2.Jg, com relação ao sistema de eixos de refe-
rência do elemento (fig. 2.20) sao: 
sendo: 
v'cos 2 S + 4axm sens 
ym = (xm + 2a 
1 
sensl cotS - 2a sen S 
tga = cots 
Ax = Ah ~ + 
Iz = Ih ~ + 
h-H s = arctg zr 
l 










(xm-ymtgS) 2 ] 3 
X 
L2 
a = h-H 
2.e.2 
( 2. 2) 
Fig. 2.20 -
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Elemento com misula parabólica e eixo para-
bÕlico passando pelos pontos médios das al-
tur.as 
A matriz de rigidez deste elemento é obtida a partir da 
matriz [FMkk] da haste em balanço da fig. 2.21. As ,expressoes 
que forneçem os coeficientes de [FMkkJ para elementos de eixo 
curvo e seçio variãvel são as seguintes: 
L 
FM -J ( cosa. + ym2 . ) dxm 




FM45 = FM54 =l 








FM45 = FM54 EI
2





























Fig. 2.21 - Direções a que correspondem os coeficientes de 
[BMkk] e [$Mkk] para o elemento de eixo curvo 
A matriz [FMkk] para o elemento em questão e determinada 
por integração numêrica, a partir de (2.2) e (2.3). A matriz de 
rigidez ê então obtida de acordo com o indicado na fig. 2.6, a 
partir de [SMkk] = [FMkk] -l. 
Este elemento (ou de uma maneira geral um elemento de ei 
xo curvo e seção variãvel) ê tratado indiretamente, fornecendo -
se ao programa os coeficientes SM 44 , SM 54 , SM 55 ,SM64 ,SM65 , SM 66 . 
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2.4 - Ações de Engastamento Perfeito para Elementos com 
Constante, com Mísula Reta e com Mísula ParabÕlica 
2.4.1 - Elemento com Eixo Reto e Seção Constante 
Seção 
As expressoes que fornecem as açoes de engastamento per-
feito para este tipo de elemento são facilmente encontradas em 
formulários. Este trabalho trata apenas de carga concentrada,ou 
distribuida parcial com variação linear. 
2.4.2 - Ações de Engastamento Perfeito para Elementos 
com Misula Reta ou Parabólica e Eixo Reto 
Para a obtenção das açoes de engastamento perfeito {AML} 
para elementos com mísula reta ou parabólica ê conveniente traba 
lhar com o sistema viga-biapoiada da fig. 2.22, pois os coefici-
entes do vetor {DLviga} correspondentes as direções 3 e 6 encon 
tram-se tabelados para certos casos de carregamento. Os coefici 
entes do vetor {AMLviga} segundo as direções 3, 4 e 6 são deter-
minados pela eq. 2.4, e os restantes por equilíbrio. 




, j XM 
ZM 
Fig. 2.22 - Coeficientes do vetor {DLviga} para 
menta viga simplesmente apoiada 
a) Carga Concentrada 
o ele-
As expressões que fornecem os coeficientes corresponden-
tesas direções 4, 3 e 6 {fig. 2.22), do vetor {DLviga}, para e-
lementos de eixo reto e seção variãvel sujeitos a um carregamen-
to concentrado P, de componentes Px e Py nas direções dos eixos 








~1 xm(L-xm) ~1 (L-xm) 2 DL 3 = EI z dxm + EIZ d xm L2 L2 
o a 
a L 
= _P y b I xrn 2 ~ I 
xm(L-xm) 
DL 6 E 1 
2 
d xm - EIZ d xm L2 L2 
o 
Para elementos com misula reta ou parabólica, da resolu-
çao das integrais acima, resulta um vetor {Dlviga} cujo aspecto 
e o indicado em (2.5): 
( 2. 5) 
p L2 






'MISULA j SEÇÃO cJE., I MISULA tt 
1 1 1 · 
L 
Fig. 2.23 - Componentes da carga concentrada no ele-
mento de eixo reto 
Da operaçao matricial indicada pela eq. 2.4 e do vetor 
{DLviga} indicado em 2.5 decorrem os coeficientes AML 4 , AML 3 e 
AML 6 e do equilibrio do membro os restantes, sendo as seguintes 
suas expressoes: 
AML 1 = (- Px)~Ml AML 4 = (- Px) \{)M4 
p p 
AML 2 = (- -f-) \flM2 AML 5 = (- -f-)~M5 
p L p L 
AML 3 = (- +-)~M3 AML 6 = (+-) (p M6 
onde: 
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{pM4 = CR44~L4 
~MS = -(~M 3 - rM6 ) + 3µ 
Os coeficientes CR estão indicados na fig. 2.16. 
Cada coeficiente ~Li e determinado por três expressoes, 
conforme a carga P atue na misula j, na misula K ou no trecho de 
seção constante (fig. 2.23), indicadas a seguir: 
- carga concentrada P atuando no trecho de seçao constan 
te: 
+ 3µ 2 - 3Vj - 2µ 3 + 2Vj] + µ[6Vk(Kkl - 2Kk 2 + 
+ Kk 3) + 2(1-µ)
3 
- 2Yk] 
+ 3(1-µ) 2 - 3Vk - 2(1-µ) 3 + 2Vk] + (l-µ) [6Yj(Kjl -
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- carga concentrada P atuando no trecho da misula j: 
+ 2µ [3KS .1 (V. - 2V~ + v,) + 6KS .2 (V~ - V~) + J J J J J J J 
- KS.
2
) - 6VqKs. 1 - 2KS. 2 + KS. 3 )] + J J J J J 
- carga concentrada P atuando no trecho da misula K: 
~L4 = VjKj5 + 1 - vj - vk + VkKSj5 
~L 3 = (1-µ) [6Vj(Kjl-Kj 2 ) - 6VJ(Kj 1 -2Kj 2+Kj 3 ) + 
+ 1 - 3Vj + 2Vj - 3Vk + 2Vk + 6Vk(KSkl -
- KSk 2 ) - 6Vk(KSkl - 2KSk 2 + KSk 3 )] + 
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As expressoes que fornecem K e KS estão indicadas no item 
2.3.2. Para a determinação de Kj ou Kk deve-se adotar S = 1. Os 
valores de Sj ou Sk para a obtenção de KSj ou KSk são: 
S - 1 - µ . - V' 
J j 
1-µ a sk = 1 - -v- e µ = [, 
k 
sendo. a a distância do n5 j a carga P (vide fig. 2.23). 
b) Carga Uniformemente Distribuída Total 
As expressoes que fornecem os coeficientes corresponden -
tesas direções 4, 3 e 6 (fig. 2.22), do vetor {DLviga} para ele-
mentos de eixo reto e seção variável, sujeitos a um carregamento 
uniformemente distribuído total, Q, de componentes Qx e Qy nas di 





DL 4 = Qx EAx 
d xm 
L 
~1 (Lxm-xm 2 } (L-xm) DL 3 = 2L E z dxm 
o 
L 
DL 6 if f (Lxm-xm 2 )xm d xm = EIZ 
o 
Para elem2ntos com misula reta ou parabólica, o vetor 
Dlviga que resulta da resoluçio das integrais acima tem o se-
guinte aspecto: 
Q L2 











----+ -+ --+ --+ ---+ --+ ----+ ............ ---,. 
º• 
Fig. 2.24 - Componentes da carga uniformemente distri-
buida total no elemento de eixo reto 
Da operaçao matricial indicada na eq. 2.4 e do vetor 
{DLviga} indicado em 2.6 decorrem os coeficientes AML 4 , AML 3 e 
AML 6 , e do equilíbrio do membro os restantes, sendo as seguintes 
suas expressões: 
AML 1 ( -
QXL 
lpM 1 AML 4 ( -
QXL 
= ---y-) = ---y-) \jJ M 4 
AML 2 = ( -
QYL 
---y-) lpM2 AML 5 = ( -
QYL 
---y-) (/)M5 
Q L2 Q L2 
AML 3 = ( - --fy-) lpM3 AML 6 = (-fr) lj) M6 
onde: 
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Os coeficientes CR estão indicados na fig. 2.16. 
As expressoes para os coeficientes ~Li são as seguintes: 
- 3V~(l-4Kk 1+12Kk 2-12Kk 3+4Kk 4) - 4Vj(l - 3Kjl + 
+ 6Kj 2-3Kj 3) + 3Vj(l-4Kjl+12Kj 2-12Kj 3+4Kj 4 ) 
As expressoes que fornecem Kj ou Kk estão indicadas em 
2.3.2 sendo os valores adotados para Sj ou Sk iguais a 1. 
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2.4.3 - Ações de Engastamento Perfeito para o Elemento 
com Misula Reta e Eixo Passando pelos Pontos 
Médios das Alturas 
A maneira através da qual este elemento é tratado foi des 
crita no item 2.3.3, onde o elemento é dividido em um com seçao 
constante, e dois outros com misula reta, para os quais as açoes 
de engastamento perfeito sao obtidas como indicado nos itens 2.4. 
1 e 2.4.2. 
2.4.4 - Ações de Engastamento Perfeito para o Elemento 
com Misula Parabólica e Eixo Passando pelos 
Pontos Médios das Alturas 
A maneira pela qual este elemento é tratado é descrita 
no item 2.3.4, bastando então determinar as ações de engastamento 
perfeito para o elemento i ou i+2 indicado na fig. 2.19, com eixo 
curvo e inércia variãvel. Para estes elementos é usual trabalhar 
com o sistema haste em balanço da fig. 2.25, onde o vetor 
se refere as direções 4, 5 e 6. Os coeficientes do vetor {AMLk} 
segundo as direções 4, 5 e 6 sao obtidos através da equaçao 2.7 
e os restantes por equilibrio. 




Fig. 2.25 - Coeficientes do vetor {DLk} para o e~emento 
em balanço 
a) Carga Concentrada 
Devem ser fornecidas diretamente as açoes de extremo do e-
lemento, cujas expressões não são indicadas por não interessarem 
na anãlise. 
b) Carga Uniformemente Distribuida Total 
As expressões para M0 e N0, momento e normal devidos ao 
carregamento distribuido O, em um ponto do eixo definido por suas 
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coordenadas XM e YM, para o elemento em balanço da fig. 2.25, sao 
as seguintes: 
= Q [{L-xm) + ymtgBJ 2 
MQ 2 
( 2. 8) 






Carga uniformemente distribuída total no 
elemento com misula parabólica e eixo pa~ 
sanda pelos pontos médios das alturas 
Os coeficientes de {DLk} serao obtidos pelas seguintes 
expressoes: 
L 
DL 4 = I 
L 
DL 5 = 1 
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( MQ ym N Q ) 
EI
2
cosa + EAx dxm 
~Q( L-xm) N0sena~ 
EI
2
cosa + EAxcosa dxm 
EI cosa z 
dxm 
( 2. 9) 
O vetor {Dlk} é determinado por integração numérica, a 
partir das expressões 2.8 e 2.9. O vetor {AMLk} pode ser então 
determinado pela operação matricial indicada na eq. 2.7, e os coe 
ficientes restantes decorrem do equilíbrio. Este elemento nao es 




3.1 - Considerações Gerais sobre o Programa 
Tendo por base o que foi descrito no Capítulo II, foi e-
~aborado um programa automãtico para a anãlise de pórticos pla-
nos constituidos por elementos de seção constante ou com misula 
reta ou parabólica. Se se quer analisar pórticos planos, que 
contenham elementos de forma qualquer,tanto a matriz de rigidez 
como as açoes de engastamento perfeito, devem ser fornecidas di-
retamente, em relação ao sistema de eixos do elemento. 
3.1.1 - Identificação da Estrutura 
a) Numeração dos Elementos e dos n-0s 
Antes de se iniciar a anãlise da estrutura, ê necessãrio 
numerar seus membros e nos. Os nós são numerados de 1 a NJ, se~ 
do NJ o número total de nós. Os membros são numerados de 1 a M, 







Fig. 3.1 - Eixos globais e numeraçao da estrutura 
Neste trabalho é adotada a técnica da matriz banda. Sen 
do assim, dentre as maneiras possíveis de numerar os nõs da es -
trutura, a mais eficiente é a que fornece o menor valor para a 
largura da semibanda UBW. O valor de UBW e o mãximo dentre os 
obtidos pela aplicação da equação 3.1 a todos os elementos da es 
trutura. 
onde: 
UBW = [ndj( 1 K-j 1 + 1) - r]mãx ( 3. 1 ) 
j e K - sao os numeros dos nos d·os dois extremos do ele 
mento 
ndj - -- e o numero de graus de liberdade por no, igual 
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a 3 para pÕrtico plano. 
r - e o número de restrições dentro do campo de nume 
ração abrangido pelo produto ndj(IK-j/ + 1) 
Sendo adotado UBW, 21, a diferença máxima de numeraçao 
entre os nõs inicial e final de um elemento para o qual r = O e 
6 . 
b) Incidências dos Elementos 
Para cada elemento deve ser estabelecido, de maneira ar 
bitrãria, qual o nõ considerado inicial (nõ j) e o nõ considera-
do final (nõ K). Se para o elemento 2 da fig. 3.1 diz-se que a 
incidência e 2-3, o nõ 2 é o inicial (está em primeiro lugar) e 
o nõ 3 é o final. Se a incidência deste elemento é 3-2, o nõ 3 
e o inicial e o nõ 2 é o final. 
3.1.2 - Eixos 
a) Eixos Globais 
O sistema de eixos globais, também denominado sistema de 
referência da estrutura, deve ser tal que o plano X, Y contenha 
o plano da estrutura. O eixo Zé dirigido da figura para o ob-
servador e o triedro X, Y, Z deve ser direto {fig. 3.1). 
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b) Eixos do Elemento 
O sistema de eixos do elemento, também denominado sistema 
de referência do elemento, ê definido pelas incidências. 
O eixo XM ê dirigido do nõ inicial j para o nõ final K, 
sendo seu sentido positivo de j para K. O eixo ZM ê perpendicu 
lar ao plano da estrutura e e dirigido da figura para o observa -
dor. O eixo YM ê tal que o triedro XM, YM, ZM seja direto. 
Nas figs. 3.2.a e 3.2.b estão indicados os eixos locais 
XM, YM e ZM, admitindo-se que a incidência do elemento @ da fi-
gura 3.1 seja 2-3 ou 3-2 respectivamente. 
(a) incidência 2-3 (b) incidência 3-2 
Fig, 3,2 -· Definição dos eixos do elemento XM,YM e ZM 
78 
c) Sentido Positivo para Ações e Deslocamentos 
Tanto para os eixos globais como para os eixos locais,as 
translações e forças sao positivas quando seu sentido e o dos 
eixos X ou XM e Y ou YM. As rotações ou momentos sao positivos 
quando seu sentido coincide com o que leva o eixo X ou XM a coin 
cidir com o eixo Y ou YM, percorrendo 6 menor caminho. 
3.2 - Tratamento das Cargas Aplicadas 
a) Ações Nodais 
As açoes aplicadas aos nos da estrutura sao tratadas em 
relaçio ao sistema de eixos globais. 
b) Ações nos Elementos 
As açoes aplicadas nos elementos sao tratadas em relaçio 
ao sistema de eixos locais. 
3.3 - Resultados 
a) Deslocamentos 
Para cada nõ da estrutura sao obtidos como resultados 3 
deslocamentos, duas translações nas direções do eixos globais X 
e Y, e uma rotaçio em torno do eixo global Z. 
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b) Ações do Extremo do Elemento 
Para cada elemento, tem-se como resultado 6 açoes de ex-
tremo, 3 em cada nõ, sendo os esfor.ços nas direções dos eixos 
XM e YM e os momentos em torno do eixo ZM ou Z. 
c) Reações de Apoio 
O terceiro e ultimo tipo de resultado fornecido pelo pro-
grama sao as reaçoes de apoio. Tais reações serão forças nas di-
reções dos eixos globais X e Y ou momentos em torno do eixo Z,co! 
forme as restrições impeçam respectivamente os deslocamentos nas 
direções X e Y ou a rotação em torno do eixo Z. 
3.4 - Subrotinas do Programa 
3.4.l - Subrotina RGDIW 
Esta subrotina calcula a matriz de rigidez, do elemento 
de eixo reto e seção constante, indicada no item 2.3.1. 
3.4.2 - Subrotina KINW 
Esta subrotina determina as constantes Kml' Km 2 ' Km 3 e 
Kms (m = j ou K), para elementos com misula reta ou parabólica e 
eixo reto, cujas expressões estão indicadas no item 2.3.2. 
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3.4.3 - Subrotina FINW 
Através desta subrotina se obtemos coeficientes ~ 44 , ~33 , 
~63 e ~36 para elementos com mísula reta ou parabólica e eixo re-
to, cujas expressões estão indicadas no item 2.3.2. 
3.4.4 - Subrotina C!VRW 
Esta subrotina determina os coeficientes CR indicados na 
fig. 2.16 do item 2.3.2. O produto dos coeficientes CR pelos cor-
respondentes coeficientes de rigidez do elemento de eixo reto e se 
ção constante e igual a do trecho central resulta nos coeficientes 
de rigidez para o elemento com misula reta ou parabólica e eixo 
reto. 
3.4.5 - Subrotina RDRIW 
Esta subrotina monta a matriz de rigidez do elemento a par 
tir de seus coeficientes SM 44 , SM 54 , SM 55 , SM 64 , SM 65 e SM66 . Po-
de-se então analisar com o programa estruturas com elementos de 
forma qualquer, bastando determinar externamente os coeficientes 
de rigidez jâ referidos. 
3.4.6 - Subrotina MONTW 
Esta subrotina renumera a estrutura de maneira que os des-
locamentos correspondentes as direções livres se situem em primei-
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ro lugar, e simultaneamente monta a matriz de rigidez [S] corre~ 
pendente as direções livres da estrutura. A matriz indicada na 






(a) matriz banda 
Fig. 3.3 - Característica de 
~1 obal [s] 
3.4.7 - Subrotina DEBAW 
UBW 
o 
(b) armazenamento da matriz 
banda em um arranjo re-
tangular 
banda da matriz de rigidez 
Esta subrotina decompõe a matriz de rigidez [~ em uma 
matriz triangular superior que multiplicada por sua transposta 
fornece a matriz [s]. Esta nova matriz e armazenada no mesmo 
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arranjo retangular anteriormente ocupado por [s]. 
3.4.8 - Subrotina CONW 
Esta subrotina determina as açoes de engastamento perfei 
to para o elemento de eixo reto e seção constante, submetido a 
açao de cargas concentradas nas direções dos eixos do elemento 
XM e YM. A posição da carga é indicada pela sua distância a ao 
no inicial (nõ j) do elemento, conforme indicado na fig. 3.4. 
YM 
i a Il'y .~ 
/ • 
ZM 
Fig. 3.4 - Carga concentrada no membro 
3.4.9 - Subrotina CONCW 
Esta subrotina determina as açoes de engastamento perfei 
to para elementos com misula reta ou parabólica e eixo reto,sub-
metidos a ação de cargas concentradas nas direções dos eixos do 
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elemento XM e YM. A posição da carga concentrada e indicada co-
mo no item anterior. 
3.4.10 --Subrotina DISCW 
Esta subrotina determina as açoes de engastamento perfel 
to para elementos de eixo reto e seção constante, submetido a a-
ção de cargas distribuídas parciais, de variação linear. A car-
ga e definida pelas distâncias a e b e pelos valores QEY, QDY, 
QEx e QDx indicados na fig. 3.5, e deve atuar na direção dosei 
xos do elemento XM e YM. 
YM 
r OEy aJJJIIl Olly 
• XM 
Fig. 3.5 - Carga distribuída ho elemento de eixo reto 
e seção constante 
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3.4.11 - Subrotina CADTW 
Esta subrotina calcula as açoes de·engastamento perfeito 
para o elemento com mísula reta ou parabólica e eixo reto, subme 
tido a ação de uma carga uniformemente distribuida nas direções 
dos eixos do elemento XM e YM, atuando ao longo de todo o elemen 
to. 
3.4.12 - Subrotina SBANW 
Esta subrotina calcula os deslocamentos {D} nas direções 
livres da estrutura, a partir da matriz triangular superior obtl 
da pela subrotina DEBAW e do vetor de ações nodais combinadas 














LEITURA DO MMER> 
DA ESTRUTURA 
,o 
TRATAMENTO DOS DADOS 
DA ESTRUTURA 




Tipo I ou 2 
CALL RGOIW 
{ OBTENÇÁO OE CSMJ ) 
CALI. RORIW 
( OBTENÇÃD OE ISMI) 
3 
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(MONTA A MATRIZ DE RI-
GIDEZ ISI CORRESPONDEN-
TE ASDIREÇ0ES LIVRES). 
I_ - - -4- - - - -
a=2,3esJ , 
CALLFINW 
( OErTENÇÍO OE t) 
CALLCIVRW 
( OBTENçÃo OE[CRJ) 








( DECOMPOSIÇÃO DA MA -
TRIZ CSl EM UMA MATRIZ 






DADOS DO CARREGAMENTO 
OBTENÇÃO DO VETOR (A\ 









( OBTENÇÃO DE !AML\) 
CALL. CONW 









OBTENÇÁO DO Vrn:sl f/JEJ 
OBTENÇÀO DO VETOR (AC/ 
-~L~_SBANW 
OBTEN~~8i SLOCA-
c.(LCULO DAS A NAS 
EXTREMIDADES DOS ELE-
MENTOS. 
CÁLCULO DAS REAÇÕES 
DE APOIO 




CALLCADTW CALL DtSCW 
C OllTENt;ÃO IE IAM U) ( OB'Tm;ÂO DEfAMLf) 
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Comentãrios 
a) A condição para que a anãlise se encerre e que o numero da es-
trutura a ser examinada seja igual a zero. 
b) Antes de se iniciar a anãlise propriamente dita, devem ser for 
necidos ao programa os dados relativos a estrutura, que ainda nes 
ta etapa são escritos. 
Maiores esclarecimentos sobre a entrada de dados sao for-
necidos no Apêndice A. 
c) Inicialmente ê testado o tipo do elemento. Se a matriz de ri-
gidez ê obtida a partir da leitura direta dos coeficientes SM 44 , 
SM 54 , SM 55 , SM 64 , SM 65 e SM 66 , o elemento ê do tipo 3 e os coefi-
cientes de rigidez restantes são obtidos pela subrotina RDRIW. 
D elemento com seção constante e eixo reto ê do tipo 1 e sua ma-
triz de rigidez ê obtida pela subrotina RGDIW. Se o elemento e 
com misula (tipo 2), inicialmente a subrotina RGDIW calcula os co 
eficientes de rigidez como se sua seção fosse constante e i gua 1 
ã do trecho central. A seguir obtem-se, por intermêdio da subro-
tina CIVRW, a partir de constantes calculadas nas subrotinas KINW 
e FINW, os coeficientes CR. O produto dos coeficientes CR pelos 
correspondentes coeficientes da matriz de rigidez do elemento de 
eixo reto e seção constante é igual a do trecho central, resulta 
nos coeficientes de rigidez para o elemento com misula. 
A seguir ê obtida a matriz [SMR] = ISMJ[RT]. 
Os coeficientes da matriz [SMD] = [RT] T [SMR] sao acumula-
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dos nas posições convenientes de um arranjo retangular pela sub-
rotina MOTW. 
Repetida esta operaçao para todos os elementos estã mon-
tada a matriz de rigidez da estrutura, [sJ, correspondente as 
direções livres. 
d) O arranjo onde estão armazenados os coeficentes de [S] sera 
agora ocupado pelos coeficientes de uma matriz triangular supe -
rior que multiplicada por sua transposta fornece [SJ. A opera -
ção ê feita por intermédio da subrotina DEBAW. 
e) São lidos dados relativos aos· carregamentos, que neste estã-
gio são: o numero de carregamentos, número de nós carregados,nú 
mero de elementos com ações de extremo fornecidas diretamente, e 
o número de elementos carregados. 
f) O vetor de ações nodais {A} é obtido pela leitura direta das 
ações que atuam em nós carregados em pelo menos uma direçio. 
g) São lidas as açoes de engastamento perfeito {AML},para os ele 
mentas em que elas são fornecidas diretamente. 
h) As subrotinas CONCW e CONW calculam as ações de engastamento 
perfeito, nos elementos do tipo l ou do tipo 2, respectivamente, 
para carga concentrada atuando nestes elementos. Se a carga e 
distribuida,estas ações são calculadas pelas subrotinas CADTW 
(elemento tipo 1) e DISCW (elemento tipo 2). 
i) O vetor de ações equivalentes {AE} e obtido pela equaçao sim 
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b5lica {AE} = IAML 
tido no item 2.2.1. 
[RTJT{AML}, cujo significado jã foi discu-
j) O vetor de cargas nodais combinadas e obtido por: 
={A}+ {AE}. 
{AC}= 
k) Os deslocamentos {D} correspondentes as direções livres sao 
determinados pela subrotina SBANW, a partir da matriz triangular 
superior obtida pela DEBAW indicada em d. Estas duas subrotinas 
resolvem o sistema de equações simbolicamente representado por 
{AD}= [S]{D}, onde o vetor {AD} ê constituido pelos termos de 
{AC} correspondentes as direções livres. 
1) As ações de extremo do elemento são obtidas pela aplicação da 
equação {AM} = {AML} + [SMR]{DJ} para todos os elementos. {DJ} 
sao os deslocamentos na extremidade do elemento, referidos aos ei 
xos globais. 
m) As reações de apoio sao obtidas somándo-se nas direções res-
tringidas as contribuições das ações de extremo do elemento e as 
cargas nodais com sinal invertido, ou seja fazendo-se o equilí-
brio dos n5s segundo as direções restringidas. 
n) Terminada a anãlise deve-se testar se hã outro carregamento a 
ser examinado. Em caso afirmativo, o ciclo referente ao carrega-
mento ê novamente percorrido. 
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CAPTTULD 4 
ANÃLISE DOS RESULTADOS 
4.1 - Valores Adotados na Análise 
A haste simetrica, biengastada, com mísula reta ou para-
bÕlica, sujeita a um carregamento concentrado no meio do vao ou 
uniformemente distribuido total (fig. 4.1) foi analisada para os 
seguintes valores numéricos: 
- Relações V, VN e tga: 
V . 1 D .20 .30 .40 - - - -
VN . D 1 .03 .05 . 1 D . 1 5 • .?._?_ 1-iQ. 1 . 60 1 .80 1 - -
tga 1 /12 1 /6 1/3 2/3 .!Ll 
- Comprimento: L== lOc 
- Espessura: b = lc 
- Carga concentrada: P = lOF 
- Carga distribuida: Q = lF/c 
- MÕdulo de elasticidade: E= 1F/c 2 
- Coeficiente de Poisson1: v = .20 
sendo: F - unidade de força 
c - unidade de comprimento 
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Os valores grifados sao adotados para a comparaçao dos 
diagramas de tensões normais nas seções do engaste e do vão (i-
tem 4. 4) . 
-·-··--~-
Q 
r-t tfttt t t r ltttt ttt 
H 
do 2~ g.rau 
VL 
y _ COMPRIMENTO DA MÍSULA 
- C OMPRJMENTO TOTAL 
Fig. 4.1 - Utilização da simetria no elemento a ser 
analisado 
4.2 - Análise dos Esforços Solicitantes nas Seções do Meio do Vão 
e do Engaste e dos Deslocamentos Verticais da Seção do Meio 
do Vão 
Os resultados para esforços solicitantes e deslocamentos 
obtidos da anãlise do elemento da fig. 4.1, para os valores indi-
cados no item 4.1 são apresentados sob a forma de ábacos (figs. 
94 
4.2.l a 4.2.32) contendo dois grupos de cinco curvas. Cada curva 
corresponde a um valor de tga, e cada grupo se refere as hipõte -
ses de eixo reto ou eixo passando pelos pontos médios das alturas. 
O eixo horizontal é o das relações entre inércias VN, e o verti -
cal o das relações entre resultados obtidos da anãlise segundo. a 
consideração de eixo reto ou eixo passando pelos pontos médios 
das alturas e os decorrentes da anãlise pelo método dos elementos 
finitos. 
Cada ãbaco corresponde a um vàlor de V, a um tipo de re-
sultado a ser analisado e a uma das seguinte situações: 
- elemento com misula reta sujeito a carga concentrada 
- elemento com misula parabÕlica sujeito a carga concen -
trada 
- elemento com misula reta sujeito a carga distribui da 
- elemento com misula parabÕlica sujeito a carga distribu 
ida 
O tipo de resultado a ser analisado correspondente a cada 
ãbaco e indicado no eixo vertical pela seguinte nomenclatura: 
M/MEE - refere-se a relação entre o momento no engaste d~ 
vido a consideração de eixo reto ou eixo passando 
pelos pontos médios das alturas e o momento resul 
tante do diagrama de tensões normais, na s eçao 
do engaste, obtido da anãlise pelo método dos ele 
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mentos finitos. 
M/MEM idem para momento no meio do vao. 
N/NE - refere-se a relação entre o esforço normal i se-
ção do engaste (que e igual ao esforço normal a 
seção do meio do vão) devido a consideração de 
eixo passando pelos pontos medios das alturas e 
o esforço resultante do diagrama de tensões nor-
mais, na seção do engaste, obtido da análise pe-
lo método dos elementos finitos. Estes ábacos 
terão apenas cinco curvas pois a consideração de 
eixo reto não fornece esforço normal para carre-
gamentos verticais. 
D/DEM - refere-se a relação entre o deslocamento no meio 
do vão devido a consideração de eixo reto ou ei-
xo passando pelos pontos medios das alturas e o 
deslocamento do ponto medio da altura da seçao 
do meio do vão obtido da análise pelo metodo dos 
elementos finitos. 
O valor de tga correspondente a cada curva de um ábaco e 
caracterizado por um s1mbolo desenhado em seus extremos, como in-
dicado no quadro a seguir: 
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~· EIXO PASSAN• EIXO RETO DO. PELOS P!ll MEDIOS DAS N ALTURAS 
1112 * X 
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Figura 4.2.4 
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Figura 4.2.13 
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Figura 4.·2.14 
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Figura 4.2.30 
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Figura 4.2.32 
129 
4.3 - Influência do Esforço Normal Decorrente de Carregamentos 
Verticais 
Uma indicação de quando o esforço normal pode ser abando-
nado ê dada por ãbacos semelhantes aos anteriores. O eixo hori-
zontal ê o das relações entre inêrcia VN. o eixo vertical e o 
das relações entre as tensões TSN e TSM, indicadas nas figs. 4. 
3.c e 4.3.d. Tais tensões são devidas as resultantes de esforço 
normal e momento fletor, dos diagramas de tensões normais nas se-
çoes do engaste e do meio do vao, obtidas da anãlise do elemento 
pelo mêtodo dos elementos finitos (figs. 4.3.a e 4.3.b); admitin-
do-se que tais resultantes se distribuam de acordo com a hipótese 













Substituição do diagrama de tensões normais decor 
rente da análise pelo mêtodo dos elementos finitõs 
por um que t~m a mesma resultante e obedece a hipõ 
tese das seçoes planas -
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Os ibacos obtidos estão indicados nas figs. 4:4.1 a 4. 
4.16, e correspondem as mesmas situações indicadas no item 4.4. 
2. A nomenclatura que indica o tipo de relação correspondente 
ao eixo vertical ê a seguinte: 
TNE/TME - refere-se a relação entre TSN e TSM para a se-
ção do engaste. 
TNM/TMM - refere-se a relação entre TSN e TSM para a se-
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4.4 - Diagramas de Tensões Normais nas Seções do Engaste e 
Meio do Vão 
do 
Para se verificar a validade da hipótese das seçoes pla-
nas estão apresentados diagramas de tensões normais nas seçoes 
do engaste e do meio do vão, para os valores das relações V, 
VN e tga grifados no item 4.1 e para as situações de mfsula e 
carregamento indicados no item 4.2, cujo aspecto é o da fig.4.5. 
a a 
V ' ..... . V= .... . 
VN: . ... . VN= .... . 
TG:i: ..... . TG= .... . 
H • 
• • 
{a) seçao do engaste {b) seçao do vao 
Fig. 4.5 - Aspecto dos diagramas de tensões normais 
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diagrama de tensões normais segundo a consideração de 
eixo reto 
diagrama de tensões normais segundo a consideração de 
eixo passando pelos pontos medi os das alturas 
diagrama de tensões normais devidos as resultantes na 
seção obtida da anãlise pelo metodo dos elementos fi-
nitos, e distribuidos de acordo com a hipótese das se 
ções planas (item 4.3, fig. 4.3). 
- O diagrama que nao tem identificação e obtido da anãli-
se pelo metodo dos elementos finitos. 
6.64. 
a e b sao respectivamente as tensões superior e inferior 
do diagrama de tensões normais obtido da anãlise p~ 
lo metodo dos elementos finitos. 
H eh são respecitvamente as alturas das seçoes do engas-
te e do vão. 
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Figu~a 4.6.43 






VI\J= O • ::00 
TGc:0,083 
4'.),'.fE V=O· 300 
VI\J= O , ::00 
TG"O· i66 
-16·617 
LO rn rJ 
01 





















OTAGRAM/\5 DE T'é'.:N50E5 NJRM/\15 
































\il\J=O · 800 
T[3cc1, 000 
Figura 4.6.44 















O 04.9 V=O. JOO 
VN=O·BOO 













O.TAGR/\.MA5 Oi:: TtNSO[S NOR.MAJS 
LNJ0/\0 S FIC2 
i'-. 
i'-. 



















TG=O · Ü'-..E 
408·332 \/=0·400 
\/N=O · Cf.jQ 
TG=O· lEE 
1 ':6·98l -2SB·108 ~-----L--------1-----__::. _ __::. ______ -1-', 























OTAGRA'víf\5 O[ T[N50[5 NCRMAJ5 
UI\JJJ\O 5 r /[2 
-114 · 7EI: V=0·400 
VI\J= O · 2':iO 
T["j=O, CJBJ 
2C6· 1BJ V=Q, 400 
-10·49D 
-2·415 




























EB·299 v=O· 400 
-L',Q, 7ct:i 






















-0·019 ·O· 'JOCJ 
Figura 4.6.46 
' ..-




























































O.IA.GRAMAS [E NSl:::ES NJRMAlS 
UNJOAOES F /C2 
. 
01 























19 · Ll73 V=O, LIOO 
VN=O•BOO 
TG=O•i56 























OJAGRAMAS DE T NSDES f\O.~AJS 







































































OJAGRAMAS DE T "NSOES NJRMA15 


































































































































MISIJLA PARABOLICA MISIJLA PARABOLICA 
CARGA DISTRIBIJIDA CARGA DISTRIBIJIDA 
ENGASTE VAD 
DIAGRAMAS DE T NSDES NORMAIS 
UNIDADES F/Cê' 

















ln [D rw ln 
(Tl tj . . 
ru n..1 
-5·387 
-5·372 V=O·iOO 1·715 V=0·100 
VN=0·800 VN=0·800 
TG=0·::333 TG=0·::333 
tj OJ o LO 
ln ,-j 
















MlSL.JLA PARABDLlCA Ml9..l_A PARAB[l_J[A 
CARGA OISTRlBUlOA CARGA OTSTRlBLJlDA 





0.TAGRAM/\5 DE TÊNSOES f\[Jf®IAlS 
; UNlDA0_5 F/C2 
m 






















VN= O • 0'50 
TG=1·000 
Figura 4.6.53 
--1480 • L[fc~ 
-371•458 
--94 · 129 
-11·433 





























































T['-Q 'nc • J- ~ loo 
o 












QTAGRAMAS DE T :NSDES NORMAIS 
-27•041 























































O.TAGRAMAS DE TE'.:NS0E5 I\ORMA15 





































i·598 V=0·200 ,-----,777 













D.TAGRAMA5 DE T:N50E5 NORMAIS 
UNIDAO 5 F/C2 
-345•573 
-97•188 


























































OTA[!RAMAS DE TtNSOES NORMAIS 
UNIDADES F/C2 






























































DIAGRAMAS DE T NSOES NORMAIS 


























































































































MJSLJL .. A PARABDLJCA 
CARGA OJSTRIBLJJOA 
VAD 
DJAGRAMAS DE TÉNSDES NORMAIS 






















































01/\GRAM/\5 DE TCN50E5 I\ORM/\15 
































57 .. 723 V=0·400 
VN=O·c?SO 
TG=O·OBJ 





















































































































































4.5 - Convergência dos Resultados Referentes a Anilise pelo 
todo dos Elementos Finitos 
Me-
A haste simétrica, biengastada foi analisada para as ma-
lhas indicadas nas figs. 1 .5.a e 1 .5.b, sucessivamente refinadas, 
até que duas anilises consecutivas fornecessem resultados sufici-
entemente próximos. Destas anilises pôde-se observar o seguinte: 
a) os resultados para deslocamentos convergem para poucos 
graus de liberdade. 
b) os resultados para tensões convergem para muitos graus 
de liberdade, em comparação com a convergência dos re-
sultados para deslocamentos. Foram feitas anilises p~ 
ra até 1300 graus de liberdade. 
c) para dois elementos, um com misula reta e o outro com 
misula parabólica, com o mesmo comprimento e mesmas r~ 
lações V, VN e tga, os resultados para tensões conver-




a) A partir dos ãbacos apresentados nos itens 4.2 (figs. 4.2.1 a 
4.2.32) e 4.3 (figs. 4.4.1 a 4.4.16) pode-se delimitar para cada 
valor de V, regiões em um par de eixos cartesianos~ para .as 
quais as relações indicadas nos quadros 4.1 referente a hipótese 
de eixo reto, ou nos quadros 4.2 referente a hipótese de 
passando pelos pontos médios das alturas se situem em um 
eixo 
certo 
intervalo. O eixo horizontal ê o das relações VN e o vertical o 
de tga (figs. 5.1 e 5.2). 
V=. 1 O V=.20 
:s: G) ® Q) ç ::s: CD ® ® relacao 
M/MEE >, 1; ~ 1. >,, 1. ~<1.10 M/MEE 
>, 1 . >,, 1 . >,, 1. 
~ 1 . 1 O 
M/MEM ~.95 >,. 95 >,.95 
$ 1. 
M/MEM >,,. 9 5 >,,.95 >,,. 9 5 :, 1 . 03 
D/DEM >,. 70 ~.70 >,. 35 
$ 1. :, 1. 
0/DEM >,,.70 >,. 7 O >,. 25 $.l.10 ~ 1 . 1 O 
TNE/TME "'·ºª ~ . 1 O $ . 1 O TNE/TME :, . 1 2 ~.20 ~.20 
TNM/TMM ~.06 ~. 06 ~ . 1 O TNM/TMM $. 12 "'. 14 '°'. 20 
a) associado a fig. 5.1.a b) associado a fig. 5.1.b 
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IV=.301 V=.40 
:S:º G) ® @ a :S:' G) ® @ ® a 
M/MEE >,. 1 • >,. l. >,-1. 
$ l • lo M/MEE 
>,. 1 • ?-1. ?-1. >,.]. "'l • l o 
M/MEM >,.. ~ o >,..95 >,,.95 $1.10 M/MEM 
<'.~o :>,.. 9 5 :>,.. 9 5 :>,.. 9 5 
~ l • lo 
D/DEM >,.. I 0 >,.. I U ?-.20 $1. 20 ~ l . 20 D/DEM ?- • 70 :>,..70 >,,.20 ?- • 70 
TNE/TME ~ • l 6 $.25 $. 25 TNE/TME ~.20 $.25 $.25 $.50 
TNM/TMM $. 16 ,,, . 25 ~. 25 TNM/TMM ~.20 ,,,.25 $.25 ~.50 
c) associado a fig. 5.1.c d) associado a fig. 5.1.d 
Quadro 5.1 - Intervalos para hipótese de eixo 
reto associados a ffg. 5.1 
[v.:. 1 o-1 i V=. 20 i 
1~ CD ® @ relaçao ~ G) ® @ relacao 
M/MEE >,. l • >,.]. ?-1. $1 . 05 ~ l . O 5 M/MEE 
>,, l . >,. l . >,.. 1 . 
~ 1 • 1 O $, • lo 
M/MEM :>,.. 9 5 :>,.. 9 5 >,,.~5 
~l. .:, l . $, . 
M/MEM >,,. 9 5 >,,. 9 5 >,.. 9 5 
~ l . O 5 ,;; 1 . O 5 
D/DEM >,,. I U >,.. I U >,..35 ,,,1. $, . D/DEM 
>,.. /U ?-- • 7 O >,,. 2 5 .,, 1 . !,l.10 
N/NE >,.. I U >,,. 1 O >,.-. 400 ,,,, . 05 N/NE 
>,,. 7 O >,.. 2 5 >,.-. 1 5 "'l . lo 
TNE/TME ~. 1 O $. lo ~ • 1 O TNE/TNM $. 20 $.20 $.20 
TNM/TMM ~.06 ,,,.,o ~. 1 O TNM/TMM $. 14 $.20 ~. 20 
a) associado a fig. 5.2.a b) associado a fig. 5.2.b 
21 5 
IV=.301 
~ CD ® G) relaçao 
M/MEE >,, 1. >,, 1 • >,, l • ,;;l.10 ,;; l • lo 
M/MEM ;, . 95 >,,.95 >,,.95 ,;; l • 05 ~l. 05 
0/0EM >,,. 70 ;, • 7 O >,,. 20 ,;; l • 2 O ,;;l . 2 O 
N/NE >,.70 ~.lo >,-40 ,;; l • 
TNE/TME ,;; . 2 5 ,;;.25 ,;;.25 
TNM/TMM ,;;.25 ,;; . 25 ~. 25 
c) associado a fig. 5.2.c 
\ V=.401 
~ CD ® G) a 
M/MEE >, 1. >,, l • >, l . 
$ 1. lo 
M/MEM >, .95 >, .9::, ~ .95 ,,. 1. 05 ,;; 1. 05 
0/DEM >, • !O >,, ./U >,, .20 ,;; 1. 50 ,,. 1. 50 
N/NE ;, . ~::, >,. ~ u >,. tlU >,, .50 >,-. 70 ,;; l . ~l. ,,:.1 . 
TNE/TME ,;:. . 50 ,;:. .40 .$. 3 O ,;; .50 ,;; .50 
TNM/TMM ,;:. • 50 ,;; • 40 ,;; . 30 ,;; .50 ,,. .50 
a b c 
pode ocorrer uma das 
três colunas 
d) associado a fig. 5.2.d 
Quadro 5.2 - Intervalos para a hipótese de eixo pas-
sando pelos pontos mêdios das alturas 












V: O. 10 
EIXO RETO 
T G: 1/1 
Ü W. ·- ~ 
Ü ~ _3* - - -= - ~ *-*- - )!(, T_e_: ':!2_ :-- :-~ _--: ""----:. 
º º ~ "' * * * * * ,, '>!-""' *'" ~ *' * r_ * * o . oó +---"º'-l-~--1----l----l----1----l----1----1---+-"'---1----1----1----1----1----1---+---
o.oo 0.10 o. 20 0.30 º· 40 o.so o. '60 0.10 0.80 
1- HIPÓTESE DE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO (i) oo· QUADRO 5. 1. a 
2- HIPÓTESE DE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO @ 00 QUADRO 5. 1. a 
3· HIPÓTUE OE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO @ DO QUADRO 5. 1. a 
* t 
VN 
* * 1,2 E 3 ACEITÁVEIS IUttttí Tííit11 ti tfftttti 1UI 
* h 
2 E 3 ACEITÁVEIS 
3 ACEITÁVEL" 
FIG.- 5.1. a - REGIÕES 
s. 1. Q 
" 
L 
ACEITÁVEIS· PARA OS CRITÉRIOS DEFINIDOS NO QUADRO 











o. 00 0.10 0.20 o. 50 
V : 0.20 
EIXO RETO 
0,40 
TG: l/1 o 
0.50 0.60 
1- HIPo'TESE DE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO CD DO QUADRO !5.1.b 
2• His;,ÓTESE DE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO® DO QUADRO 5.1.b 
3·HIPÓTESE OE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO 0 00 QUADRO 5.1.b 





0.70 o. ao 
L 
FIG. 5.1.b - REGIÕES ACEITÁVEIS PARA OS CRITÉRIOS DEFINIDOS NO QUADRO 

















TG = 2/3 
º·ºº 0.10 0.20 o. 30 0.40 º· 50 
1- HIPÓTESE 
2- HIPÓTESE 
3 - HIPÓTESE 




DE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO Q)Do QUADRO 
D.E EIXO RETO PARA o CRITÉRIO ® DO QUADRO 
DE ElXO RETO PARA 'o CRITÉRIO @ 00 OUADRO 
1, 2 E 3 ACEITÁVEIS 
2 E 3 ACEITÁVEIS 
3 ACEITÂVEL 





1 tt O 1T t t ,t t 1 tt tt f 1T f 1-
t;: T.):T.~ :;J, . 
.30L .30L 
L 
FIG. s.1.c - REG1õEs ACE1rÃvE1s PARA .os cR1TÉR1os 0EF1N1oos NO ouAoRo 5.1.c 



















TG "'tl ----- -------
0.00 0.10 0.20 o. 30 
1- HIPÓTESE OE EIXO RETO PARA O CRl~ÉRIO (D DO 
o 
2- HIPÓTESE DE EIXO RETO PARA O CRITÉRIO @ D O 
3•HlPÓTESE DE EIXO RETO PARA O CRJTÉRJO@ DO 
4- HIPÓ1ESE OE EIXO RET_O PARA O CRITÉRIO @ DO 





2,3 E 4":1 
/ / / 
4 
// 







TG : l/3 
0.!50 0.$0 0. 70 o .ao VN 
QUADRO S.I. d 
QUADRO 5.1. d 
fi 
QU-Ã.ORO 5.1.d 
QUADRO 5.1.d 1 
,I Ti f t 1 1 T f O t t t 1 t 111"' 
t:;:~~, 2Tg~:;J 
.40 L . 40L 
L 
FIG.5.1.d• REGIÕES ACElfÁVEIS PARA .OS CRITÉRIOS DEFINIDOS NO QUADRO 5.1.d 










V= O. 10 
EIXO PASSANDO PÉLOS 
PONTOS MÉDIOS DAS ALTURAS 
TG= 1/1 
* º·'º }--li<-c-_;_:_*' __ ....:J.:-::,---'"":....4,--.,,,. ...... ~~~lt-...,,,.;:;.,,~~~~....,.,.....-"'-:-""-~ 
0.20 *" 
0.10 ,'!<- .i4 * ,fé 
*- -* - *"""*" * 
º·ºº-+--+---+---+---+---+---"'-1----1----1----1----1---=---1---~1----l----l----l-------'I-----~ 
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 o. 50 0.60 0.70 o. 80 VN 
1- HIPO,TESE DE !JXO PASSANDO flELOS PONTOS MÉDIOS DAS 
ALTURAS PÁRA o CRITÉRIO (D Do QUADRO 5.2.a 
2•HIPÓTESE DE EJXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS DAS 
ALTURAS PARA O CRITÉRIO @ DO OUAORO 5.2.a 
!•HIPÓTESE DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS DAS 
ALTURAS PARA O CRITÉRIO @ 00 QUADRO 5 .2.a 
: T t t t f 1 t 1 tJ + f' fl Tf f 1 1 
** * 11 2 E 3 . ACEITÁVEIS 
* o o. 
ÔQ 2 E 3 ACEITÁVEIS 
o 




~ 1" T911t': 2 Tg o.:: 
.J2!, 
L 
FIG. 5.2.o - REGIÕES ACEITÁVEIS PARA os CRITÉRIOS DEANIDOS NO OUAOR_o S .2.a 














V : O. 2 O 
EIXO PASSANDO PELOS 










*' ~ * ~ 
* \ . ,·,o* 
* ' ~ ;,; * '* 
** lf * 1k _)!( 
* 
0,10 
\ ~, (' • \ . .,.º 
0.50 
1 ·- HIPÓTESE DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS DAS 
ALTURAS P4RA º· CRITÉRIO CD DO OUADRO 5.2. b 
2 - HIPÓTESE DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS DAS 
ALT-URA.S PARA O CRITÉRIO ® DO QUADRO 5.2. b 
5- HIPÓTESE DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS DAS 
ALTURAS PARA O CRITÉRIO @ DO QUADRO 5.2.b 
* ;l( _.., 1. 2 E O ACEITÁVEIS i!, "' 
2 E 3 ACEITÁVEIS 
• ACEITÁVEL 
TI= 1/~ 
o.go O. 70 o .so 
o 
FIG. 5.2.b - REGIÕES ACEITA.VEIS PARA OS CRITÉRIOS DEFINIDOS NO -OUADRO 5.2.b 














EIXO PASSANDO PELOS 
PONTOS MÉDIOS DAS ALTURAS 




o. 00 0.10 0.20 0.30 0-40 0.50 0.60 0.70 
1 - HIPÓTESE DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÊDIOS DAS 
ALTURAS PARA O CRITÊRIO (D DO QUADRO 5. 2·. e 
2 -HIPÓTESE DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS DAS 





DE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS 
PARA O CRITÉRIO @ 00 QUADRO 5.2 .e 
DAS 
L/2 ! 
; t t t T t t t 11 f t t f t t 11 T 
1, 2 E 3 'ACEITÁVEIS ** 
** 
o o 





tÉ. ~}~T.~, ~ 
L 
FIG. 5.2.e - REGIÕES ACEITA.VEIS .PARA OS CRITÉRIOS DEFINIDOS NO OUADRO 5.2. e 












V= O, 40 
EIXO PASSANDO PELOS 
PONTOS MÉOJO.S DAS ALTURAS 









0.30 0.40 0.50 
1 - HIPÓTESE. DE e'lXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS 
DAS ALTURAS PARA O CRITÉRIO Q) DO QUADRO 5.2.d 
2 -HIPO,TESE DE e1)(\) PASSANDO' :f'ELOS PONTOS MÉDIOS 
DAS ALTURAS PARA O CRITÊRIO@ DO QUADROS.2.d 
3·HIPÓTESE OE EIXO PASSANDO PELOS PONTOS MÉDIOS 
DAS ALTURAS PARA O CRITÉRIO @ DO QUADRO 5.2.d 
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0.60 0.70 o.ao 
Ae. !5.2.d • REGIÕES ACEITÁVEIS PARA OS CRITÉRIOS DEFINIDOS NO QUADRO 5.2.d 




b) A inspeção dos diagramas de tensões normais apresentadas no l 
tem 4.4 (figs. 4.4.1 a 4.4.64) confirma a limitação tga ~ 1/3 re 
comendada no Capítulo 2 item A.9 da NB-1. 
c) Com relação a hipótese de eixo reto adotar tga ~ 1/3 e h/L ~ 
~ .20 (relação menor altura vão) implica na aceitação das rela -
ções indicadas no quadro abaixo para resultantes e deslocamentos: 
IVN>,.. 20 
~ . 1 O .20 .30 .40 ' .40 
M/MEE >,. 1. ~ 1. >,. 1. ~ 1. 
1 
>,. 1. 
M/MEM 1' .95 >,. . 9 5 >,. .95 ~ .95 >,. . 9 5 
D/DEM >,. .,u 1' .70 >,. .,o >,. .70 ?, .70 
~ 1. ~ 1. 1 O ~ 1. 20 
TNE/TME ~ . 1 O ~ .20 ~ .25 ~ .50 ~ . 2 5 
TNM/TMM ~ .06 ~ . 14 ~ .25 ~ . 5 O $ .25 
No quadro acima,pode-se ter ainda conforme indicado na 
Última coluna, TNE/TME e TNM/TMM menores que .25, para V= .40 , 
desde que se adote a hipótese de eixo reto somente para valores 
de VN maiores que .20. 
d) Em resumo deve ser observado então, quando se faz a anãlise 
do etemento com mísula para a consideração de eixo reto, o se-
guinte: 
d. l - Apenas elementos para os quais tga ~ 1/3 e h/l ~ 
~ .50 (relação altura/vão entre pontos de momento nulo conforme 
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~ • lo .20 .30 .40 
M/MEE >,. l . >,.]. >,.l >,. l. 
::: 1 • O 5 ,;: l • lo ~ l . lo ;; 1 • l O 
M/MEM ). 95 >,.. 9 5 >,.. 9 5 ?.95 :,l. ;; l • 05 ~l . 05 ~ l • O 5 
D/DEM >,.. 70 >,.. 7 O >,..70 >,.. 7 O ,;:l. ~, . ;; l • 2 O ,;, l • 50 
N/NE >,,. 70 >,.. 7 O >,,.70 · >,.. 95 >,,. 9 O ~- 80 :, l . 05 <,].10 ;; l • :,l. ;; l . ~,. 
TNE/TME ~.lo ;; . 20 ;; • 2 5 :, . 50 ;; • 40 ,::: . 30 
TNM/TMM ;; .. 06 ~. 14 ;; . 2 5 ::: . 50 .:, • 40 ~. 30 
a b c 
· pode ocorrer uma 
.das três colunas 
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indicado na fig. I.l devem ser analisados para esta hipótese. 
(Dentro destes limites pode-se considerar a hipótese das seções 
planas aceitãvel). 
d.2 - Analisar este elemento para h/L, .20 (menor alt~ 
ra/vão) implica em aceitar as relações indicadas no item c. Se, 
ao contrãrio, h/L >, .20 as relações anteriormente referidas de 
vem ser obtidas a partir da fig. 5.1, associada ao quadro 5.1, 
conforme indicado no item a. 
e) Para o mesmo elemento analisado, os resultados para a consi-
deração de eixo inclinado são mélhores que os obtidos pela con-
sideração de eixo reto. 
f) Para elemento com misula cuja relação menor altura vao nao 
ultrapasse os limites indicados abaixo, a hipótese de eixo 'in-
clinado conduz a resultados bastante próximos dos obtidos da 
anãlise do elemento pelo metodo dos elementos finitos. 
V = . 1 O h/L ~ . lo 
V = .20 h/L ~ . 1 O 
V = .30 ~ h/L ~ . 1 3 
V = .40 h/L ~ . 1 3 
A obediência dos limites indicados acima para h/L e o 
fato de se adotar tgu~ 1/3 conduziria as seguintes relações: 
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APtNDICE A 
MANUAL DE ENTRADA DO PROGRAMA 
A. l - Manual de Entrada 
. .. . . 
NQ de nQ de VARIIIVEIS Formato ordem cartões 
1 1 NE I l O 
2 1 Comentários colunas 2 a 55 
3 l M , N J , N R , N RJ , E , M V , M RI D 4!10,Fl0.0, 
2!10 
4 NJ J, X(J), Y(J) Il0,2Fl0.0 
5 M I ,NEL(I ,l ),NEL(I ,2) ,AX(I) ,IZ{l) 3Il0,2Fl0.0 
6 MV I ,IV(!) ,Vl (!) ,V2(!) ,VNl(l) ,VN2(!) 2Il0,4Fl0.0 
7 MRID l,ASM(l,l),ASM(I,2),AMS{l,3), I8,6El2.5 
AM S I I , 4 l , AM S I I , 5 l AS M I I , 6 l 
8 NRJ K,RL{3K-2) ,RL(3K-l) ,RL{3K) 4 I 1 O 
9 l NLS I l O 
10 l NL ,NLJ ,NLML ,NLMC 4 I1 O 
11 NLJ K,A{3K-2) ,A(3K-l) ,A{3K) I10,6Fl0.0 
1 2 NLML I ,(AML{! ,IK) ,IK=l ,6 Il0,6Fl0.0 
Para cada elemento dos NLMC carregados 
13 1 I ,NCCI ,NCDI 3!10 
14 NCCI PY{J) ,PX(J) ,DA(J) 3Fl0.0 
a) NCDI para elementos de seção constante 6Fl0.0 
1 5 QEY(J) ,QEX(j) ,QDY(J) ,QDX(J) ,DA(J), 
D B ( J l 
b) l para elementos com m1su1a QY,QX Zt-10.0 
16 1 NE I l O 
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NE - numero da estrutura a ser analisada 
As colunas 2 a 55 deste cartão sao reservadas para co-
mentãrios 
M - numero de elementos da estrutura 
NJ - numero de nos da estrutura 
NR - numero total de restrições 
NRJ - numero de nos restringidos 
E - mÕdulo de elasticidade longitudinal 
MV - numero de elementos com mísula reta ou parabÕli-
ca 
MRID- numero de elementos cuja matriz de rigidez e li-
da 
Para cada no deve ser fornecido: 
J - numero do no 
X ( J) abcissa do no em relação aos eixos globais 
y ( J) ordenada do no em relação aos eixos globais 
Para cada elemento deve ser fornecido: 
I - numero do elemento 
NEL(I,l} - numero do no inicial (riÕ j) do elemento 
NEL(I,2) 
AX ( I) 
I Z ( I) 
- numero do no final (nõ K} do elemento 
- ãrea da seção transversal do elemento de 
seção constante ou do trecho central dos e-
lementos com mísula reta ou parabÕlica 
- momento de inércia com relação ao eixo ZM 
(ou Z) do elemento de seção constante ou do 
trecho central dos elementos com mísula re~ 
ta ou parabÕlica 
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Se a matriz de rigidez do elemento é fornecida, nas colu-
nas correspondentes a AX(I) deve ser perfurado um número real ne-
gativo, por exemplo -1 .. As colunas correspondentes a IZ(I) podem 
ser deixadas em branco. 
6. Para cada elemento com mísula reta ou parabólica deve 
ser fornecido: 
I - numero do elemento 





IV(I) = elemento com mísula reta 
IV(I) = 2 elemento com mísula parabólica 
relaçio entre o comprimento da mísula adjacen-
te ao nó inicial (nó J) e o comprimento total 
do elemento 
relaçio entre o comprimento da misula 




relaçio entre o momento de inércia do trecho 
de seçio constante e o momento de inércia do 
extremo correspondente ao nõ inicial (nó J) 
relaçio entre o momento de inércia do trecho 
de seçio constante e o momento de inércia do 
extremo correspondente ao nó final (nó K) 
A seguir estão indicados como considerar os valores das 
relações V e VN para elementos que nio conhenham mísulas nos dois 
extremos. 
1-----------1• 
V 2 t 11 a O 
VN2 (li :q_ 
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1-----'------1• 
VI ( ti • O, 
VNI (1): 1. 
.. ' t < 
\ ' ' 
V2ll)=I. 
I ' ' ' .. . 
7. Para cada elemento cuja matriz de rigidez e lida devem 
ser forneci dos: 
I - número do elemento 
ASM(I,-) sio os coeficientes de rigidez indicados a-
baixo 
ASM(I,l) + SM(4,4) 
ASM(I,2) + SM(5,4) 
ASM(I,3) + SM(5,5) 
ASM( I ,4) + SM(6,4) 
ASM(I,5) + SM(6,5) 
ASM{I,6) + SM{6,6) 
8. Para cada nõ que tem pelo menos uma de suas direções 
restringida deve ser fornecido: 
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K - numero do no 
RL(3K-2), RL(3K-l), RL(3K) indicam respectivamente quais 
os deslocamentos (translações nas direções X e Y, e rotação) do 
no K que sao restringidos, da seguinte maneira: 
RL = O indica que nao hã restrição ao deslocamento 
RL = 1 indica que o deslocamento e impedido 
9. NLS - numero de carregamentos aplicados 
10. NL - numero do carregamento 
NLJ - numero de nós carregados em pelo menos uma di 
reçao 
NLML - numero de elementos para os quais as açoes de 
engastamento perfeito são lidas 
NLMC - numero de elementos carregados 
11. Para cada nõ carregado em pelo menos uma direção deve 
ser fornecido: 
K - numero do nõ 
A(3K-2) - força que atua na direção X 
A(3K-l) - força que atua na direção Y 
A(3K) - momento 
12. Para cada elemento nos quais as açoes de engastamento 
perfeito são lidas deve ser fornecido: 
I - numero do elemento 
AML(l,IK),IK = l ,6 - ações de engastamento perfeito 
referidas aos eixos XM,YM e ZM, 
nas direções de 1 a 6 do eleme~ 
to 
13. Para cada elemento carregado deve ser fornecido: 
I - numero do elemento 
NCCI - numero de cargas concentradas no elemento 
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NCDI - numero de cargas distribuídas no elemento 
14. Para cada carga concentrada no elemento deve ser for-
necido: 
PY(J) - componente da carga concentrada na direção YM 
PX(J) - componente da carga concentrada na direção XM 
DA(J) - distância do nõ inicial (nõ j) ao ponto de a-
plicação da carga concentrada. 
15. Para cada carga distribuída no elemento deve ser for-
necido: 
a) elementos com seçao constante: 
QEY(J) - componente da carga distribuída, na dire-
ção de YM, adjacente ao nõ inicial (nõ j) 
QEX(J) - componente da carga distribuída, na dire-
ção XM, adjacente ao nõ inicial (nÕ j) 
QDY(J) - c~mponente da carga distfibuida, na dire-
çao de YM, adjacente ao nõ final ( n õ K) 
QDX(J) - c~mponente da carga distribuída, na dire-
çao de XM, adjacente ao nõ final (nõ K) 
DA(.)) - distância da carga distribui da a extremi-
dade j 
DB(J) - distância da carga distribui da a extremi-
dade K 
b) elementos com misula reta ou parabÕlica: 
QY - componente da carga uniformemente distribuída 
total na direção YM 
QX - componente da carga uniformemente distribuída 
total na direção XM 
16. t lido novamente o numero da estrutura NE. Este car-
tão se em branco ou com zero perfurado na coluna 10 
encerra a anãlise. Caso contrãrio o ciclo jã indica-
do deve ser percorrido para a nova estrutura. 
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Deve ser observado ainda, que, exceto para o cartão de 
comentãrios, os cartões não necessários devem ser suprimidos, e 
as colunas não necessãrias deixadas em branco. 
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APtNDICE B 





C SUBROTINA QUE MONTA A MATRIZ· DE RIGIDEZ GLOBAL 
INTEGER RL(1501,CRLl1501,UBW 
CIMENSION SMD(6,61,S(l47,211,NEL(100,2l 
DG l M = l, 2 
DO l K=l,2 
DO l J= 1, 3 
Jl=3*(NEL ( I ,Ml:-1 l+J 
JE=~*(M-ll+J 
DO l IP=l, 3 






3 I F ( RL ( J l) l 4 , 4 , l 
4 CONTINUE 
ITEMP ±O 
CO ~ IKI=IB,Jl 
5 ITEMP•RL!lKI)~ITEMP 
J8=JB-ITEMP 






10 FORMAT(1X,'F01 ULTRAPASSADA A LARGURA MAXIMA DE SEMIBANDA') 








C SUBROTINA PARA DECOMPOSICAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ 1 5 1 NUMA MATR~Z 
C FAIXA TRIANGULAR SUPERIOR QUE MULTIPLICADA PELA SUA TRANSPOSTA 
e FORNECE •s• 
INTEGER P ,Q',LBII 
OIMENSION SC 147,211 
ICO=O 
00 11 1=1,N 
P=N.:..1,+1 
I F ( U B W- P l 1 t 2 t 2 
1 P=UBW 
2 DO 11 J = 1, P 
Q=UBW-J 
1 FC 0!- l-Q l 3, 4, 4 
3 Q= 1-1 
4 SUM•SCI,Jl 
IFCQ-ll13,12,12 





















C SUBROTINA PARA CALCULO DOS DESLOCAMENTOS A PARJIR OA MlTRlt FA~XA 
C TRIANGULAR ~UPRIOR OBTIDA PELA DEBAW 
INTEGER UBW 
DIMENSION UI 147,21 l ,.XI 1471 ,B 1147) 
DO l 1=1,N 
J=I-UBW+l 
IFI l+l-UBW)2,2,3 













6 SUM=XI I l 
IP=·Hl 
lf IJ-IPl5,lO;lO 










C SUBROTINA PARA OBTENCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DE ElfMEN~O DE EIXO 
C RETO DE SECAO CCNSTANTE 
REAL L( 100), IZ( lOOl 
DIMENSION AXC100l~SMl6,6l 
1 
C ZERAGEM DA MATRIZ SM 
DO 25 J:1,6 
DO 2 5 K = l', 6 
25 SM(J,Kl=O, 
S M ( 1, ll "E* A XI I l / LI I l 
SM(2,2l'=l2,>JcE*IZI-Il/L(Il**3 
SM(3,2l=6i*E*1Z(1t/L(Il**2 
SM( 2, :)=4,*E*IZ( I )/LI l,l 
SM(4, l l=-SMI 1, l l 
SM(4,41=SM(l,ll 
SM( 5,2l=-SM(2°,2l 
SM ( 5, 3 l =- SM ( 3 ·, 2 l: 
SM ( 5, 5 l = SM ( 2, 2 l 
SM(6,2l=S~l3,2l 
SM(t,3l=SM(3,31/2, 
SM ( 6, 5 l = SM ( 5º, 3 l 
SM(6,6l=SM(3,3l 
DO 26 J=l,6 








C SUBROTINA QUE CALCULA AS CONSTANTES 
C KS( 1, 1l,KS1l,2l,KS1l,3l ,KS(l,5l ,KS(2,ll ,.KS(12,2l,KS1l2,31,KS02,5) 
C IV=C ELEMENTO COM SECAO CONSTA~TE 
C IV=l ELEMENTO COM MISULA RETA 
C IV=2 ELEMENTO COM MISULA PARABOLICA 
C VN1,VN2=RELACOES ENTRB MOMENTOS OE INERCIA DO TRECHO OE ALFURA 
C CONSTANTE E DAS EXTREMIDADES (MENOR QUE o.90,SE MAtOR !ERA 
C ASSUMIDO O VALOR l.l 
C Vl,V2=COMPR1MENT0S RELATIVOS DOS TRECHOS C©M MlSULA 




00 1 K= l, 2 
DO I J=I,6 
l KS(K,J)=O. 
C C l = ( l • /V N l ( I l ** 1 l • /3. l ,.-1. 
C C 2 = ( 1. / VN 2 ( I l** ( 1. / 3 l. l l -1. 
OEL l=!CC1+1. l**2 
DEL2=(CC2+1.l**2 
IFI IV ( I l-ll 2º,3,4 
3 CONTINUE 
C VARIACAO LINEAR DA ALTURA DA SECAO IIV=ll 
IF( VN li I l-0 .90 l 5',5, 6 
5 KS( 1,1 )=( cc1+2. l /{'2.*DELll 
K S ( 1, 2 ) = 1. / ( 2 •*OE L l ) 
KS(l,3l=(l./CC1**3l*IALOGICCl+l.l-CC1*(3.*CC1+2.l/G2.*IDELlll 
KS11,5l=ALOG(CC1+1.l/CC1 








GO TO 11 
4 CONTINUE 
C VAR1ACAD PARABOLICA DA ALTURA DA SECAO (IV~2) 
I F ( VN 1 ( I ) - O • 9 O ) 8 , 8 , 9 
8 K511,ll=((5.+3.*CCl)/DEL1+3.*ATANISQRTICCl)l/SQRTICCl)I/B. 
KSI 1, 2l=(CC1+2. )/14.*DELll 
KS11,3)=((CCl-1•),/(CCl*DEL1l+ATAN(SQR~ICCll)/(CCl*SQRTOCCllll/B. 
KSI 1, 5 l =ATAN ( SQRTtCCl l) /SQRT (CCl l 
S IF(VN2(1)-0.9G)l0i10,11 
10 KS12,ll=((5~+3.*CC21/DEL2+3.*ATAN(SQRT(CC2Jl/SQRTl&C2}J/B. 
KSI 2, 21=(CC2+2. l/(14.*DEL21 
KS12,3l=IICC2-l.l/(CC2*DEL2l+ATANISQRTICC2ll/lCC2*SQRT0CC2lll/8. 
K512,5l=ATAN1SQRT(CC2ll/SQRT(CC2l 
11 IF( VNl( I )-0.90) 13; 13, 12 
12 KS11,ll=l. 
KSll,21=1. 
KS( 1, 31=1. 
KS( 1, 51=1~ 
13 IF(VN2(I1-0.90l2,2,15 
15 KS( ,,ll=l. 
KS12,2l=lõ 






C ESTA SUBROT1NA CALCULA OS FATORES DE CORRECAO FI331Fl4~,FI36,F166 
C DOS COEFICIENTES DA MATRIZ DE FLEXIBILIDADE DE UMA HASTIE RETA IOM 
C MISULA RETA OU PARABOLICA PARA AS ROTACOES ASSOCIADAS A MOMENTOS 
C NAS EXTREMIDADES 




Bl=l.-2.*KS( 1,1 H'2.*KS! 1,2) 
C l = 1 • - 3 • * K S ( l , 1 l+ 6. * K S ( l , 2 ) - 3 • * K S 1 1 , 3 )· 
A2'=1.-KSI 2,1 l 
B2=1.-2.*KSl2ill+2.*KSl2,2) 
C2=l.-3.*KS!2,ll+6.*KS12,2)-3.*KS12,3l 
F I 4 4= 1. -V 1( I )-V 2 ( Il -1' V 1 ( I ) * K S 11 , 5) + V2 ( I.) *K S .C2, 5 l 
FI33=l.-3.*Vl(Il*Al+3.*Vllll**2*Bl-Vl1Il•*3*Cl~V21Il**3*C2 






C ESTA SUBROTINA CALCULA OS FATORES DE CORREGAO DOS ODEFtCIENTES DA 
C MATRIZ DE RIGIDEZ DE UMA HASTE RETA COM MISULA RETA OU PAR1ABOUICA 
C -•-os VALORES DE SM OBTIDOS PARA INERCIA CONSTANTE~INERCIA MIN1MA 
C DEVEM SER MULTIPLICADOS PELOS CORRESPONDENTES UALORES DE CR 
C COEFICIENTES FI33~FI44,Fl36,FI66 SAO FORNECIDOS PECA SUBROTINA 
C FINI< 
DIMENSION CR(6,6) 
DET =·t 4 .*F I 3 3*F I é6-'F 136** 21 
00 1 J = 1, é 
00 1 K= 1, 6 
1 CR('J,K)=O. 




CRI 4, l )=CR( 1,11 
C R ( 4, 4 l =C R ( l, 1 l 
CR(5,2)=CR(2,2l 
C R ( ,5, 3 ) =C R ( 3, 2 l 
CR ( 5, 5 ) =C R ( 2, 2 l 
CR(é,2)=(2.*Fl33~FI36E/DET 
CR( é,3 )=( 3.*Fl36)/DET 
CR(é,5)~(2.*Fl33+Fl36)/DET 
CR{é,é)=t3.*:Fl33)/0ET 
DO 2 J = 1, 6 





e SUBROTINA PARA A OBTENCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZºº ~LEMeNTO 
C A PARTIR DOS COEFICIENTES SM(4,4l,SM(5,4l,SMl5151,IM(b/41,SM(6~5l 
C SM(l:,él 




S M ( 5 , 5 l = A SM ( I ,. 3 l, 
SM( 6,4l=ASM( I ,4l 
SM ( 6, 5) =A SM ( I, 5 l 
S M ( é,. é l =A SM ( I, 6 l 
SM( 1,1 l=SM( 4,4l 
S M 1 2, 2 l = SM ( 5, 5 l 
SM(~,~l=SM(5,5l*L(ll**2+2.*SM(b,5l*L(Ll+SMf6,6l 
SM( 2, l l=SM( 5,4l 
SM( 3, ll=SM( 5,4l*Ll I l+SM(6,4) 
SM(3,2l=SMC5,5l*L(l)+SMlb,5) 
SM( 4, ll=-SM( 4,4l 
S M ( 4, 2) =- SM ( 5, 4 l 
SM(4,3)~-(SMl5,4l*L(ll+SMl6,4ll 
SM(6, ll=-SM(5,4l 
SM ( 5 , 2 l =- S M ( 5, 5 l 
SM ( 5; 3 ) =- ( SM ( 5, 5 l * L ( I ) + S M ( 6 , 5 l l 
S M ( 6, 1 ) =- SM I é, 4 l 
SM C é, 2l =-Sl"(b,5 l 
SM ( é, 3 ) =- ( SM ( 6 , 5) * L( I ) + S M ( 6 , 6 l l 
DO 80 J=l,6 
DO 80 K=l,.J 





"' ... w 
SUBROUTINE CONC~(NCCI,I,L,IV,Vl,V2,VN1,VN21AML) 
C ESTA SUBROTINA CALCULA OS AML PARA CARGA CONCENTRADA NO ELEMENTO 
C COM MISLLA RETA OU PARABOLICA 
C CARGA HORIZONTAL OU VERTICAL 
REAL KS!2,6l,MI1,MI2,L(l00l 
DIMENSION IVtl00l•Vl(lOOl,V21100l,VN1Cl00),VN2Vl001,CRV6,6l,AML(lO 
*O, 6 l,PX( 20),PY( 20),DA( 20) 
REAOt8,ll(PY(Jl,PX(J)\DA(Jl,J•l,NCCII 
1 FORMAT(3Fl0.0I 









00 3 J=l,NCCI 
MI1=DA(J)/L( II 
MI2=1.-Mll 
IF(Mll-Vll I 114,5,5 
5 1F(MI2-V2lll16,7,? 
? CONTINUE 










FIL4=Vl( I l*PN+Mll 
GO TO 1g 
4 CONTINUE 
C CARGAS PX E PY NA MISULA ESQUERDA IMISULA ll 









VS15=ALOG( Sl*CC l+l, l /CCl 
GOTO 13 
12 CONTINUE 





















Dl=VlC 1 l**Z-Vll I l**3 
El=VS11-VS12 
F1=vs11-2.,vs12+vs13 
A 2 =K S { 2, 1 l- 2 •*K S { 2, 2 l +K S { 2, 3 I 
B2=KSl2,1l-KS{2,2l 
PN=KS{l,51-VS15 
FIL~= 6 •*M 12* 1 Vll I 1**2*A 1-Vl II l **3*B11-1'2. *l'rl l*I 3. *V~H l*Cl +6 l*V S12*D 
*l+3.#Vl{Il**3*VS13+l.-3.*Vl(I l+3.*Vl(ll**2~V1(11**3-V2011**3+3~*V2 
*( I l**3*A2l 
FIL6=Mll*l6.*V21Il**2*B2-6.*V2tll**3*A2+l.~3.*V21Il**2t2.*V2tll**3 
lll-'3. *V l { I l*1* 2+2. *Vl { I l:11*3+6.*Vl t I 1 **2*81-6.*Vl M l **3*F 1 t+6. *MI 2*Vll 
*I l**3*B l 
FIL4=Vl { I l*PN 
GO TO 1 g 
6 CONTINUE 
C~RGAS PX E PY NA MISULA DIREITA (MISULA 21 




C VARIACAO LINEAR DA ALTURA DA SECAO {IV=ll 



















V S2 s·= 1. 
18 CONTINUE 
Al•KS(l,ll-KS(l,21 












*2+3 ,*V2( 1 l**3*VS23+l.-3,*V2 li )+3,*V2 lll **2-iV2{ 11**3-Vl llll*!t<3+3,*Vl 
*( 1 )'i\*3*B1) 










V A 3 =P V ( J l *L ( I l / 3. 












C SUBROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO NAS 
C EXTREMIDADES DE ELE,ENTOS RETOS DE SECAO CONSTANTE 
C SUJEITOS A CARGAS CONCENTRADAS 
REAL L( 100 l 
DIMENSION AML(l00;6l,PY(20) ,PX(20l ,OA(20l ,0B(20l 
READ( B,11 (PY(Jl ,PX(Jl ,DA (Jl ,J=l,.NCC!l 
1 FORMAT(3Fl0,Q)· 
W R I TE C 5 , 2 l C P Y C J l , P X C J l , DA ( J l , J = 1 , N C C I l 
2 FORMAT(fF12,3l 
DO 10 J=l,NOCI 
OB ( J l =l C I ):-DA ( J l 
VA3=-PY(Jl*DA(Jl•DB(Jt**2/(L(11**2l 
VA6=+PY(Jl*DA(Jl**2*DB(Jl/(L(ll**2l 
AML ( I , 11 =AML( I , 1 l-P X ( J l *DB C J l / L (1 l 
AMLII,2l=AMLII,2l-PY(Jl*DB(Jl/L(l)+(VA3+VABl/LOil 
AMLCI,3l=AML(I,3l+VA3 
AML ( I , 4 l =AML( I , 4 l -P X C J l *D A ( J l / L ( l l 





C ESTA SUBROTINA CALCULA OS AML PARA CARGA UNIFORMEMENTE DJS[RIB~IDA 
C AO LONGO DE TODO ELEMENTO COM MISULA RETA IDU PARAB0LlCj 
C CARGA HORIZONTAL OU VERTICAL 
REAL K S ( 2 ·, 6 l , L ( 1 O O l , N l, N2 
DIMENSION IV(lOOl,VlllOOl,V211001,VNlllOO);VN2ClD01,CR~6,6l,AML(l0 
*e, 6 > 
READ( 8, llQY,QX 
1 FORMAT(2FlO.OI 
WRITE15,2)QY,QX 
2 FORMAT(2F12.3,6X, 1 QX E QY UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA TOVAL') 
CAL 1.: K I N W I I , IV, 1/N 1, VN 2, K S 1 
CALL FINW(I,V1,V21KS,Fl33,Fl44,FI36,FI66) 
CALL CIVRWCFI33,FI44,Fl36,FI66,CRI 
CC l = 1 1. / VN 11 I l ** C 1. /3 "• 1 l -1. 
CC 2 = ( 1 • / VN 21 I 1 * * 11 • /3 • 1 l -1. 
DELl=CCCl+l. l**2 
DEL2=1CC2+1. I** 2 
IF( IV(I l-113,4,5 
4 CONTINUE 
C ·VARIACAO LINEAR DA ALTURA DA SECAO (IV=ll 




7 IF( VN2( 1 )-o·.go 18, 8, 12 
8 KS(2,4l=l-3.*ALOG(CC2El.)+CC2*(6.+9.occ2+21•cc2•*2l/(2J*DEH211tCC2 
**"'4 
KS( 2, 6l=(CC2-ALOG ICC2+1. l l /CC2**2 
GOTO 12 
5 CONTINUE 
C VAR1ACAO PARAB0L1CA DA ALTURA DA SECAO (Iv~2, 
N 
"' o 
IF( VN l ( I l-0. 90 l S·,9, 10 
9 KS1l,4l=U/l4l.*DEL1l 
KS( l,6l=ALOG(CC1+1. )/(2.*CCll 
l O I F ( VN 2 ( I l - O • S C l ll ,11 , 12 
11 KS12,4l=l~/(4.>1<DEL2l 
KS( 2, 6l=ALOG(CC2+1. l /( 2.•cc21 
12 [F( VNl ( I l-0.90) 14;14 ,1"3 
13 KS(1;4l=l. 
KS( 1,6)=1• 
14 IFIVN2C I)-0.90ll7H 7,16 
16 KSC2,4)=1. 
KS( ,, fl=l. 
17 CONTINUE 
Al=l.-2.*KS1ltll+2.*KS(l,2J 


















FIM 5= C - l. / 6. l * C F 1 M 3-F IM 6 ) + 1. 
VAl=QX*LCil/2• 










"' "' "' 
Sl:JBROUTINE O'I SCWCNCOI ~L,,I t'.AMLI 
C SUBROTINA PARA CALCULO DAS ACGES OE ENGAST~~ENTO NAS 
C EXTREMIDADES OE ELEMENTOS RETOS DE SECAO CONSTANTE 
C SUJEITOS A CARGAS OISTRIBUIDAS 
REAL L( 100) 
OIMENS!ON AML(l00i6),QEY(20l,QEX(20l,QD~(20l,QDX(20l, 
* CA ( 20 l , O B ( 2 O l , QTY ( 2 O) , Q T X ( 2 O l , Q Y ( 20 1 , Q X ( 20 ), 
R'EAO( e,,ll ('QEY(J) ,QEX(J) ,QOY(J) ,QDX(J) ,,OA(J) ,DBOJl,u=l,NCOil 
1 FORMATCEFlO.Gt 
WR I T8 ( 5, 2 l C Q E Y C ,J l , QE X ( J I , QD Y ( J) , QD X ( J l:, DA ( U 1 , D B ( J I I J= 11 NC OI) 
2 FORMAT(6Fl2.3) 
DO llC J=l,NCOI 
OC=L( 1)-(0A(Jl+OBCJ) l 
A=OACJ)+OC/2. 





QY( J) =QEY ( J I 






BG=L( I )-AG 
JC=C 
GO TO 40 
30 QTXCJ)=QDXCJl-Q8XtJ) 
QTYCJ)=QDYCJ)-QEV(J) 
Q X ( J l =Q E X ( J l 
QYCJl=QEY(Jl 
AG=OBCJ)+DC/3. 




















50 AML! l',l)•AML! I, ll-ETl 
AMLll,2l=AMLl1,2)-ET2-lET3-ET6)/L(ll 
AML(I;3)•AML1I,3)-ET3 
AML! I ,4 )•AML ( I ,4 l-El4 
AMLll,5l=AMLCl,5l-El5+18T3-ET6l/Llll 
AMLll,6l=AMLII,6)+ET6 
GO TO 7G 
60 AMLII;ll=AML11,ll-ET4 
AML ( I , 2 l =AML ( I , 2 )- E T 5~ 1 E T 3-E T 6 ) / LI 1 ) 





















C ANALISE DE PORTICO PL•No COM HASTES RETAS; DE SECAO 
C CONSTANTE OU COM MISULA RETA OU PARABOLICA 
C WEBE JOAO MANSUR 
INTEGER RL( 1501 ,CRL (1501 ,.UBW 
REAL Ll 1001, IZl100l,KS12,8l 
DIMEN"S ION Ili l lC C 1 ,Vl 11001 , 11211001 ,VNl 1100 HVN2-0100 l., CR06, 6) 
DIMENSION Xl501 ,Y1501,NELtl00,21 ,AXllOOl,CXllOOl,CY.llOOl, 
•SMI 6,.6l ,SMR 16,61, SMDI 6,61 ,Sll47, 211,Al150l lAEl'l50HAC( E50)i 
* D ( 150 l , A Mll 1OO,61 ; A MO 1 6 1 ,.AR 1 150 l , AS M 1100, 6 l 
l READIE,21NE 
2 FORMA TI Il01 
IFINEl3,3,4 
3 STOP 
4 WR I TE ( 5 , 5 1 NE 
5 FORMAll'l',32X,'C0PPE/UFRJ PROGRAMA 08 ENGENHARIA OIVIR',/1,33X,'A 




6 FORMATI' 'l 





8 FORMAT(//;lX,'NUMERO DE MEMBROS',!48,//,lXl•NUMEROS DE MEMBROS COM 
* MISULA RETA OU P~RABOLICA',117,//,lX•'NUMERO DE MEMBRôS CUJA MATR 
*IZ DE RIGIDEZ E LIDA',I18,//,1X, 1 GRAU OE INOETERMINACA~ CJNEMATICA 
*',132;//,IX;•NUMERO DB NOS DA ESTRUTURA 1 ,139,/h,1Xl 1 NUMER0 TOTAL D 
*E RESTRICOES',139,//,lX, 1 NUMERO DE NOS RESTRINGIOOS',139,/l,lX,'MO 




O ZERAGEM DE IV(It 
DO l'l'l9 l"'l,M 
19'l9 IV(ll=O 
C LEITURA E IMPRESSAO DAS COORDENADAS DOS Nos' 
DOS IC=l,NJ 
READI 8, lOlJ ,X(Jl ,Y(Jl 
10 FORMAT(Il0,2Fl0,0l 
9 CONTINUE 
,w R 1T E ( 5, 11 l (J; X ( J l , Y ( J l , J :;l , N J l 
11 FORMAT(//,lX,'COORDENADAS DOS NOS',//·,3x,•u 1 ,6X,'Xf,9X··v•,,,c14, 
*2Fl0,3l l 
C LEITURA E IMPRE5SAO DA !NCIDENCIA E PROPRIEDADES oes EtEMENTOS 
WR!TE(5,12) 
12 FORMATl//1X,~INC1DENCIA E PROPRIEDADES DOS ELEMENT8S'/I 
DO lé IC=l,M 
R E AC 1 8, 13 ) I , NE LC I ; 1 ): , NE L ( I , 2 l , A XI I l ,; I Z ( I ) 
13 FORMAT(3110,2F10~0) 
1FIAXJll)2003;2004,2004 
2C03 IV( ·I 1=3 
2004 CONTINUE 
JJI=NEL(l,1) 
J K I =N E L ( I , 2 ) 
XCL=X ( JK I l-X ('JJI) 
YCL=Y(JKI )-Y(JJII 
L(ll=SQRT(XCL**2+YCL**2l 
C X ( II "X e L /L ( I ) 
CY( I l =YCL /L.( I l 
16 CONTINUE 
WRITE15,2008l 
2 O O E FOR MA T ( 3 X , ' I ' , 6 X,.• J J ( I ) ' , 4 X, 'J K ( I l ' , 7 X,• AX.O I l ' ; 10 X,, I Z OI l' I l lX '• 
* ' L ( ·! >.• , 11 X , . 'C X ( I ). ' , 1 O X , 'C Y ( I l '· , / /l 
DO 2050 Jo:1,M 
IF(IV(lll3,2009,2010 
"' tn ..... 
• 
2009 CONTINUE 
W R I TE ( 5 ,.1 7 l I , N E LC I , 1 l , NEL (I , 2 l , A X ( I 1 , I Z II 1 , L ( I l , ex 11 I 1 , a:v ( Il 
1 7 F DR MA T ( I 4, 2 I S, 5F 15. 4 l 
GO TO 2011 
2010 CONTINUE 
WR I TE ( 5 , 2 O 12 II , NE L( I , ri ,NE L II , 21 , L I I l , C X 1 1 l , CV (![ l 





C LEITURA E IMPRESSAO DE IVIIJ,Vl(Il,V2(Il,VN1111,VN2(ll 
WR ITE ( 5, 1C04 I 
1004 FORMAT(//,lX,'ELEMENTOS COM MISULA RETA OU PARABOL.CA 1 .//,IX, 1 ELEM 
* EN TO • , 6 X , • I V ( I l • , 6 ~ , • V 1 II l ' , 6 X, 'V 2 1 I l ' , 6 X, "V N l .t! I 1' l 6X, ,VN2 ll I l '~ / / l 
DO 1006 K=l,MV 
R E A D ( e ,, 1 O O 5 1 I , I VI I l , V 1 ( I l , V 2 ( I l , V N 1 ( I J: , VN 2 OI l 
1005 FORMAT(2Il0,4Fl0,0l 
WR I TE ( 5, l O 18 li , IV !!I 1 , V 1( I l , V 2 II l , VNl (I l , V N2 ( I 1 
lOlE FORMAT( 19; I7,Fl3,3,F11.3,2Fl2.3l 
IF( VN 1( I l-0,90) 1133,1133,.1132 




1136 FORMAT(lX;'********** FOI ASSUMIDO PARA VN O VALOR l,'l'**~ELEMENT 





C LEITURA DE SM(4,4l,SM(5,41,SM15,5J,SMl6,41.SM(6,5)JSMl6,6) 
WR I TE ( 5, 2C2ll 
2021 FORMAT{//,lX,!ELEMENTOS CUJA MATRIZ DE RIG1DEL E LiDA'.//,lX, 
N 
"' (X) 
* 'EL EM EN TO ' , 4 X, ' IV ( I ) ' , 6 X , ' S ~ 14 , 4 I ' t 8 x·,' S M 15 , 41! , 8 XI' S M (15, 5 ) ' , 8X , 
*'SMl6~4J 0 ,8X,•SM(6,5l',8Xi 1 SM(6,6l'i//l 
DO 30CC K~l,MRIO 
R EA C ( e, 2 Olé l I , A S M ( I , ll , AS li ( I , 2 l , AS M li ,3 l , AS~ II ; 4 1 , AS M 1 1, 5 H ASM.I 1, 6 
*) 
2016 FORMAT(I8,6El2,51 





C LEITURA E IMPRESSAO DAS LIGACOES DOS NOS 
ND=3*NJ 
C ZERAGEM DE RU(KI 
DO lE K=l,ND 
18 RLIK )=O 
WRITE( 5,22) 
22 FORMAT(//lX,'LIGACOES DE N0 1 ,//,2X,'N0',11X,'DiRECAO x,,1x, 1 DIRECA 
•o Y',7X,'DIRECA~ Z'I 






CRLI 1 )=RL ( ll 
DO 23 K=2,ND 
23 CRL(K)=CRL(K-ll~RLIKI 
C ZERAGEM DA 1ATRIZ DE RIGIDEZ GLCBAL 
LSB=21 
DO 24 I= 1, N 




24 SI I,Jt )=O 
lJBW=C 
C MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL 
DO 74 I=l,M 
C NlJMERACAO ORIGINAL DOS D8SL0CAMENT0S 
J IA='.:*NELI I,ll-2 
c 
J2A=3*NELI 1, ll-1 
J3Ac:3*.NEL II, l l 
K1A=3*NEL1I,2l-2 
K2A=3*NELl'I ,2l-l 
K3A=3*NEL 11 ,2) 
IFI !Vtll-3)2019,2018,3 
2019 CONTINUE 
MATRIZ OE RIGIDEZ PARA ELEMENTOS COM SECAO CONSTANTE 
CALL RGDl~II,AX,LlE,IZ,SMl 
1008 IF( IVIIl-1)1007,1029,1029 
1029 CONTINUE 




DO 1009 J=l,6 





C MATRIZ DE RIGIDEZ PARA ELEMENTOS EM QUE ELA E LIDA 
"' "' o 
CALL RDRIWll,L,ASM,SM) 
2020 CONTINUE 
C OBTENCAO OA MATR1Z SMR 
00 27 K=l,2 





C ARMAZENAMENTO OA MATRIZ SMR NO DISCO 
I D'= l 
c 
W R I TE ( l ' I O ) 1 ( SM R,( K l , K 2 l , K 2 =l , 6 l , Kl = 1, 6 l , J l ~ , J2 A, J3 A, K l li, K 2A, K3 A 
IF(NlllCO,llGO, 1101 
1101 CONTINUE 
OBTENCAO DA ~ATRIZ SMO 
00 28 K=l:,2 









C LEITURA DO CARREGAMENTO 
1100 CONTINUE 




76 FORMATl///lx.,o NUMERO DB CARREGAMENTOS E IGUAL A•II3l 
IF!NlllC4,1104,1105 
1105 CONTINUE 





79 FORMAT('l',"CARREGA~ENTO NUMER0',I3,//,1X,~NUMERO DE NOS CARREGADO 
*SEM PELO MENOS UMA D1RECAO',I15,//,1X,'NUMER0 DE MEMBROS OOM ACOE 
•s DE ENGASTAMENTO DADAS DIRETAMENTE',L4~//jlX,,NUMfRO DE MEMBROS C 
*OM ACOES DE ENGASTAMENTO A SEREM CALCULADAS',131 
C ZERAGEM DE AIJl,AEIJliARIJJ 




C LEITURA DAS ACOES APLICADAS NOS NOS 
IFINLJl86,86,81 
81 WRITE15,82l 
€2 FDRMATl//,lX,'ACOES APLICADAS I\OS N0S',//,2X,'N0",6X,'ACAD X',6X, 
*'ACAO Y',6X, 0 ACAO 2 1 1 
DO E4 J=l,NLJ 
R !: AC ( 8 , 8 3 l K , A ( 3* K - 2 J , 'A ( 3 * K-1 l , A ( 3 * K l 
83 FORMATII10,6F10.0I 
84 WR!TE15,85lK,Al3*K-2l ,A13*K-ll,Al3*Kl 
85 FORMATI I4,3F12.3l 
e ZERAGEM aos AML 
E6 00 E7 I=HM 
00 87 J'=l,6 
87 AML(I,JJ=O. 
IF( NLML 193,93, ee 
88 WRITE(5,89l 
89 FORMAT(//,lX,'ACOES DB ENGASTAMENTO LIDAS DIRETAMENTE'j//,IX,•MEMB 
*R O '·, 8 X, • AML l ' , 11 X í 'AML 2 ' , 11 X, 'AML 3 ' , 11 X,' A N L4' 111 X:' AMl! 5' , I lX, 
*'AML6.' l 
C LEITURA DAS ACOES OE ENGASTAl'ENTO FORNECID.6S 
c 
DO 91 J=l,NLML 
READl8,90l:I, (Al"l( I,tKl ,IK=l,61 
90 FORl"AT(I1C,6Fl0,3l 
91 WRITEl5,92lI,(AMLII,IKl,IK=l,6l 
92 FORMAT( I4,.6Fl5,3l 
93 1FINLMCl105,105,94 
94 WRITEl5,95l 
95 FORMAT(//,lX, 'CARREGAMENTO DOS ELEMENTOS•,/) 
LEITURA DAS CARGAS CONCENTRADAS E OISTR1BU10AS E CALCU~O D@S AML 
DO 104 J=l,NLMC 
REA0(8~97lI,NCCl•NCDI 
97 FORMAT(3I10l 
WRITEl 5,9el I 
98 FORMATllX,'ELEMENT0',13) 
C CALCULO DOS Al"L DEVIDO A CARGA CONCENTRADA 
IF!NCCil101,101,g9 
<;e; WRITE15,100l 
1 C O FOR MA T ( / , 8 X·, 'P Y ' , l O X , ' P X ' ,11 O X , ' D A ' l 
IFI IV ( I l l 1012, 1010, 1012 
1012 CONTINUE 







C ELEMENTO COM SECAO CONSTANTE 
CALL CONW(NCCI,L~I,AMll 
1013 CONTINUE 
C CALCULO DOS AML DEVIDO A CARGA OISTRIBUIOA 
101 IF(NCDI )104,104,102 
102 WRITE(5,103l 
l O 3 FORMA T ( /, 8 X, 'Q E Y' ; 9 X, 'QE X ' , 9 X , 'QD Y 1 , 9 X, 'QOX ' , 9 X 1 ' DA' , 10 X, ' 08' I 
I F ( -IV ( I 1 ) l O l é , l C 14 , l 01 6 
1016 CONTINUE 
C ELEMENTO COM MISULA RETA OU PARABCLICA 
CALL CAOTW(I,L~IV,Vl,V2,VN1,VN2,AML) 
GO TO 1017 
1014 CONTINUE 
C ELEMENTO COM SECAO CONSTANTE 
CALL DI ~C\.dNCDI ,LII ,AML> 
1017 CONTINUE 
104 CONTINUE 
C CALCULO DAS ACOES EQUIVALENTES 
105 DO lOé I=l,M 
JJI=NELtl,ll*.3 
JK I"NEL ( I, 2 J,oc3 
AE(JJI-2l~AE(JJI-21-AML(l~ll*CX(ll+AML(I,2l*CYCII 
A E ( JJ 1-11 =A E ( J J I-1 )-AML II , 1) *C Y (1 )-AML: 11 ,2) •ex OI l 
AE(JJI)=AE(JJI)-AMLll,31 
AE(JKl-2)=AE(JKI-21-AML(I~4)*CXlll+AML(I,5)*CYtill 
A E ( JK J-1) =A E ( JK I-1)-AML ( I ,4 l *C Y 11 )-AML! II, 51 *CX Ili l 




C CALCULO DAS ACOES COMBINADAS NCS NOS, COM REORQENAtAO IDOS NUMERO$ 
C DOS DESLOCAMENTOS 







C CALCULO DOS DESLOCA,ENTOS co, A NOVA Nu,ERACAO 




C DESLOCAMENTOS COM A NUMERACAO ORIGINAL 
J=N +l 









114 FDRMAT(//,1X,'DESLOCAMENTOS',//,2X,'N0',10X,•DESL x•,1ox,•OESL v•, 
* 1 O X , 'RO T Z ') 






C CALCULO DAS ACOES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS 
WRITE(5,1311 
131 FORMAT(//,lX,•ACOES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS~,//ilX,IHASJE', 
*9X,'AML1 1 ,11X,'AML2',11X,'AML3',11Xr 1 AMC4•111Xi•AMC5',flx,YAML6'1 
CD 129 I=l,M 
10= I 
REAC(l•ID)l(SMRl(Kl,K2l,K2=1,61,Kl=l,6t,JlAiJ2AiJ3A,KlA,K2AJK3A 




WR 1T E ( 5, 13 3) I ·, ( AML( l , J) , J= 1 , 6 l 
133 FORMAT1I4,6Fl5.3) 
C CALCULO DA CONTRIBUIC~O DO MEMBRO IAS REACOES DE APOIO 
IF(RL(JlAl)ll7,118,117 
117 AR( JlA l=AR( JlA )+AMO( U*CXl1 )-AM0(2l*CY( 1) 
118 IF(RLIJ2Alll20,121,120 
120 AR( J2A l'=AR(":J2Ali;AMD fl l:•CY(l )+AMO (2l*CX(I 1 




125 IF(RL IK2Al )126,127,126 
126 ARIK2Al=ARl~2A)~AMDl4l*CY(Il+AM0(5)*CXl1) 




134 FORMATl//,lX~'REACOES OB APOI0 1 ,//,2X~'N0'Jl0Xl'ESE x•,gx,,ESF Y', 
il9X,,1 MOM Z') 
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